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?I Requisiti delle moderne trasmissioni di potenza ad ingranaggi 
Descrizione dei campi di applicazione nell’ambito aerospaziale. 
Esigenze di mercato e opportunità di implementazione delle 
moderne tecniche di progetto, nel caso di trasmissioni di potenza 
ad alte prestazioni. 
?Strumenti avanzati per il progetto e l’ottimizzazione di ingranaggi  
Nella recente filosofia della progettazione delle trasmissioni 
meccaniche, si impone la necessità di superare l’approccio 
semiempirico tradizionale degli standard internazionali (ISO e 
AGMA), mediante l’uso di strumenti software dedicati e basati sul 
metodo agli elementi finiti o ibridi. 
?Analisi statica e dinamica degli ingranaggi cilindrici 
L’analisi di tipo Loaded Tooth Contact, con tali strumenti di 
calcolo, oltre a mettere in evidenza caratteristiche statiche di 
ingranamento non identificabili con l’approccio normativo, 
permette di valutare fenomeni dinamici non lineari, mostrando 
come questi effetti siano strettamente legati con l’impronta 
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Risalgono a tempi antichissimi le prime testimonianze della costruzione di 
primordiali ingranaggi per la trasmissione. Le antiche civiltà cinesi (intorno 
al XXV sec. a.C.), babilonesi (X sec a.C.), egizie (X sec a.C.) e greche (V sec 
a.C.) hanno lasciato evidenze dell’impiego di questi componenti meccanici 
per la trasmissione di potenza, che venivano adottati in svariati campi. Sin 
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dall’inizio le trasmissioni ad ingranaggi hanno avuto un ruolo di eccellenza 
rispetto agli altri mezzi di trasmissione meccanica, come cinghie e catene, 
grazie alle ottime prestazioni in termini di potenza trasferibile, affidabilità e 
rendimento. 
Nel corso dei secoli, con lo svilupparsi della tecnologia meccanica, le 
trasmissioni ad ingranaggi si sono evolute, dalle ruote cinesi più antiche 
documentate presenti nello Zhi Nan Che (che erano sostanzialmente dei 
dischi di legno con attaccati dei perni più piccoli che fungevano da denti, fig. 
1.1), si è passati nel rinascimento alle idee delle macchine a ingranaggi di 
Leonardo da Vinci (con ruote dentate più simili a quelle moderne, fig. 1.2). 
Nonostante le antiche origini delle trasmissioni ad ingranaggi solo negli 
ultimi secoli, nel contesto della rivoluzione industriale, si è raggiunto un alto 
livello tecnologico sulle ruote dentate. 
Un anno fondamentale è il 1694 quando Philip de la Hire, basandosi su 
vecchi studi di Nicholas of Cusa e Albrecht Durer (XV e XVI sec. d.C.), 
propose per primo l’impiego della curva ad evolvente per la realizzazione 
pratica di ingranaggi. 
In seguito Eulero, nel XVIII sec, condusse una serie di importantissimi studi 
sulle proprietà della trasmissione con profili coniugati. 
 
 





Un altro anno di grande rilevanza nella storia degli ingranaggi è il 1892, 
quando Wilfred Lewis propose la prima analisi razionale per lo studio della 
resistenza a flessione dei denti, questo studio è storicamente così importante 
che ancora oggi le principali normative si avvalgono di un approccio simile a 
quello di Lewis. 
L’attuale ricerca ingegneristica nel campo degli ingranaggi (ma anche in altri 
settori) spinge verso la progettazione con impiego congiunto di analisi 
numeriche al calcolatore e di attività sperimentali. E’ importante rilevare che 
soprattutto grazie alle disponibilità computazionali sempre maggiori, proprio 
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gli strumenti sotware stanno mostrando negli ultimi anni tutta la loro 
potenzialità per impieghi di ricerca e progettazione. 
 






Grazie alla affidabilità e alle grandi potenze trasmissibili, sin dagli albori 
dell’aviazione le ruote dentate hanno rappresentato il principale mezzo di 
trasmissione di potenza meccanica (fig 1.2). 
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Figura 1.2 Applicazioni di trasmissioni di potenza ad ingranaggi per impieghi 
aeronautici (SA8/75 DEL 1908 a sinistra e T700, scatola accessori – Fiat Aviazione, 
Avio Propulsione Aerospaziale) 
 
Attualmente la maggior parte degli ingranaggi aeronautici sono utilizzati per 
due compiti: per la trasmissione della potenza dall’albero principale del 
motore ai vari sistemi del velivolo oppure per la riduzione del rapporto di 
trasmissione per eliche, fan o simili. 
Per il primo compito solitamente si impiegano trasmissioni che prelevano 
potenza dall’albero principale del motore per mezzo di ruote coniche (oppure 
raramente, quando spazio lo consente, per mezzo di ruote cilindriche), e poi, 
con una serie di ruote cilindriche si distribuisce la potenza ai vari utilizzatori. 
Per la trasmissione ad eliche e fan, a causa dei ridotti spazi disponibili, è 
molto comune l’utilizzo di riduttori epicicloidali. 
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In fig. 1.3 è riportato un esempio di trasmissione di impiego aeronautico 
 
Figura 1.3 Schematizzazione 3D di una moderna trasmissione di potenza ad impiego 
aeronautico 
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A causa delle stringenti specifiche di affidabilità, alte potenze e leggerezza 
che contraddistinguono le costruzioni meccaniche aeronautiche, gli 
ingranaggi per impieghi aerospaziali presentano diverse caratteristiche 
peculiari. 
Gli ingranaggi ad alte prestazioni che devono trasmettere elevati valori di 
potenza tra assi paralleli sono spesso realizzati a denti diritti o bielicoidali, 
infatti l’impiego di denti elicoidali comporterebbe una complicazione nel 
disegno dei supporti delle ruote che dovrebbero equilibrare una forte 
componente assiale. 
Per trasmissioni di potenza con superfici primitive coniche è molto comune 
nel settore aerospaziale l’impiego di ruote spiroconiche. Considerando i 
requisiti di leggerezza, le ruote dentate, che sono praticamente sempre 
realizzate in acciaio, devono presentare una corona dentata molto sottile sia 
in senso radiale che nel senso dello spessore con l’aggiunta sovente dei fori 
di alleggerimento. 
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Questo aspetto, unito alle alte forze solitamente trasmesse, rende le ruote 
dentate aeronautiche e le relative scatole ingranaggi molto deformabili e 
implica la necessità di analisi approfondite che considerino le geometria 
variata sotto l’azione del carico. 






















Ad ogni coppia di ruote dentate a evolvente è possibile associare una serie di 
grandezze geometriche che ne determinano il comportamento e che vanno 
stabilite opportunamente dal progettista nella fase di dimensionamento 
dell’ingranaggio. 
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Alcuni di questi parametri definiscono la geometria nominale della ruota 
dentata, ovvero la geometria macroscopica, cui sono generalmente legati i 
principali compiti che la specifica di progetto richiede quali, ad esempio, 
l’ottenere un determinato rapporto fra le velocità angolari tra le ruote oppure 
l’avere un interasse stabilito tra gli alberi cui sono montate le ruote. 
Altri parametri sono quelli che definiscono la geometria microscopica della 
ruota, che influiscono su tutta una serie di caratteristiche dell’ingranaggio tra 
cui la rumorosità dello stesso o il comportamento in presenza di errori di 
costruzione (ad esempio disallineamenti). Questi parametri, come verrà 
spiegato più dettagliatamente in seguito, sono principalmente legati alle 
modifiche di profilo del dente e alla bombatura del fianco. La differenza tra 
un discreto ingranaggio e un’eccellente ingranaggio può essere dovuta a una 
ottimizzazione di questi parametri microscopici. Poiché la presente 
descrizione della geometria è condotta con scopi propedeutici, non verranno 
trattati aspetti di estremo dettaglio. 
 
 








La geometria nominale di un ingranaggio e la sua caratterizzazione sono note 
ad un ingegnere con formazione in meccanica, per cui nel presente paragrafo 
ci si limiterà ad elencare i parametri che definiscono la macrogeometria della 
ruota (non si considerano geometrie ad alto grado di ricoprimento, HCR high 
contact ratio, e variazioni di interasse). Le definizioni e le descrizioni 
dettagliate dei parametri di seguito elencati sono reperibili su un qualunque 
testo di costruzione di macchine [3,4]. 
In fig. 2.1 é schematizzata la geometria macroscopica di una coppia di ruote a 
denti diritti. 
 





Le grandezze di comune impiego che definiscono la geometria nominale 
della ruota o del pignone sono: 
Z = numero di denti 
rb = raggio di base (base radius) 
rp = raggio primitivo (pitch radius) 
rt = raggio di testa (tip radius) 
rr = raggio di piede (root radius) 
rrim = raggio della corona dentata (rim radius) 
m = 2rp /Z = modulo ha = addendum = m (per ruote con proporzioni 
standard) 
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hd = dedendum= 1.25m (per ruote con proporzioni standard) 
pc = passo circolare (circular pitch) 
b = spessore della fascia dentata 




Nel disegno delle ruote dentate non sempre vengono seguite le proporzioni 
“standard”, talvolta vengono impiegate dentature “corrette”. Dal punto di 
vista geometrico queste ruote vengono realizzate con uno spostamento 
dell’utensile dentiera che genera il profilo per inviluppo rispetto alla 
posizione standard, con riferimento alla fig. 2.2, si ha uno spostamento x 
della linea primitiva di taglio ε rispetto alla linea di riferimento χ (per 
dentature “standard” è x=0). Le ruote corrette rispetto quelle non corrette 
hanno stesso raggio primitivo e stessa altezza del dente, pari a ha+hd=2.25m, 
ma variano i valori di addendum e dedendum, ha=(1+x)m e hd= (1.25-x)m. 
Rispetto alle ruote “standard”, viene modificato anche lo spessore delle ruote 
[22]. 
 




A seconda del segno di x si hanno correzioni denominate long addendum 
(x>0) oppure short addendum (x<0). Solitamente le ruote corrette sono 
impiegate per evitare interferenza di sottotaglio con basso numero di denti, 
per bilanciare la resistenza a flessione tra ruota e pignone, per ridurre le 









L’ingranaggio, quando trasmette potenza, è caricato in un certo modo 
dipendente dalla geometria e dalla coppia, il che comporta delle deformazioni 
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che modificano l’ingranamento rispetto alla geometria ideale che considera i 




Le deformazioni interessano varie parti delle ruote (principalmente i denti per 
effetto flessionale, ma anche la fascia dentata, rim, e le superfici in contatto 
per effetto Hertziano) e comportano varie conseguenze. Tra queste vi è un 
certo anticipo, rispetto al caso ideale di geometria indeformata, nell’ingresso 
in presa delle coppie di denti che può portare ad avere un contatto della testa 
del dente della ruota conduttrice che entra in presa (fig. 2.4). Inoltre, in un 
ingranaggio reale, può esserci un certo errore di passo o di spessore del dente, 
che comporta lo stesso effetto di anticipazione (o di ritardo) nell’ingresso in 
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presa dei denti con conseguente contatto di testa. Dal punto di vista del 
progettista il contatto di testa è un fenomeno assolutamente da evitare in 
quanto implica un significativo aumento locale delle pressioni di contatto 
dovuto al forte incremento della curvatura del profilo in prossimità della 
sommità del dente (raccordo di testa), l’aumento delle pressioni di contatto è 
dannoso per la vita del componente in quanto agevola fenomeni di pitting ed 
usura superficiale. 
L’accorgimento tecnologico adottato per evitare questo avvenimento 
indesiderato è la modifica di profilo, che è una modifica geometrica della 
forma del dente rispetto alla curva ad evolvente; in pratica la modifica di 
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Le modifiche di profilo possono essere classificate in base alla parte di dente 
interessata alla modifica stessa (fig 2.5)  
• Modifica di testa dente (tip relief modification) 
• Modifica di piede (root relief modification) 
 
Figura 2.5 
Poiché si può evitare l’interferenza di testa sia con modifiche di testa che di 
piede ogni costruttore può scegliere, anche in base alla propria esperienza, di 
impiegare l’una e/o l’altra, d’altra parte si nota che una modifica di piede può 
risultare dannosa dal punto di vista delle concentrazione di tensioni alla base 
del dente, dove vi sono le massime sollecitazioni dovute a flessione ripetuta. 
Per questa ragione sono estremamente più diffuse le modifiche di testa. 
La modifica di profilo (detta anche spoglia o smusso) è un’asportazione di 
materiale, rispetto al profilo nominale, nella direzione normale all’evolvente 
che può essere descritta completamente da tre elementi  
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• Punto di inizio modifica 
• Entità massima del materiale asportato 
• Topografia della modifica 
Per identificare i punti del profilo del dente si utilizza convenzionalmente 
l’angolo di rotolamento della retta generatrice dell’evolvente puro (noto 
come roll-angle); in fig. 2.6 si vede come ad ogni punto P del profilo ad 
evolvente che nasce dal punto A (appartenente ala circonferenza di base) sia 
associabile univocamente un valore del roll-angle pari a θ. Quindi per 
definire una modifica di testa è sufficiente conoscere il valore del roll-angle 
nel punto di inizio della modifica, lo spessore di materiale asportato 
all’estremità del dente (che è, per le ragioni esposte precedentemente, la zona 
dove la modifica elimina più materiale) e l’andamento del “materiale 
asportato” come funzione del roll-angle (cioè la topografia). 
 




Le topografie più comuni sono lineari e paraboliche (quest’ultime realizzate 
in modo tale da avere continuità nella curvatura del profilo), anche se sono 
state proposte e studiate diverse varianti che introducono altre variabili di 
progetto, rispetto alle tre sopraelencate (ad esempio in [9] è stata proposta 
una modifica lineare e parabolica a tratti). 
Modifiche di profilo lineari sono più semplici ma possono dare problemi di 
eccessive forze di contatto dovute alla discontinuità del profilo, che 
comportano una riduzione della vita a fatica superficiale [7]. La 
rappresentazione comune delle modifiche di profilo prevede l’impiego di K-
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charts (fig. 2.7), che mostrano l’entità della modifica in funzione del roll 
angle. 
 
Figura 2.7 tipica rappresentazione delle modifiche di profilo linearizzate con il roll 
angle del profilo ad evolvente (in verde il profilo superficiale e in rosso il campo di 
tolleranza) 
Senza addentrarsi nella descrizione dettagliata dell’ottimizzazione delle 
modifiche di profilo [7,8] si limita a dire che la progettazione spesso tende a 
minimizzare le emissioni acustiche della trasmissione, evitando nel contempo 
fenomeni indesiderati quali il contatto di testa e pressioni di contatto 
eccessive. 
 








Un altro tipico intervento correttivo rispetto alla geometria nominale, 
riguardante, differentemente dalle modifiche di profilo, la direzione dell’asse 
dell’ingranaggio, è la bombatura dei denti. Quindi uno studio limitato a sole 
due dimensioni (che è estremamente utile in molti casi in quanto si ha una 
notevole semplificazione delle equazioni) non consente un’analisi degli 
effetti legati alla bombatura. 
La necessità di questa modifica geometrica è legata essenzialmente a due 
aspetti tipici del contatto tra corpi non bombati [10] 
• Nel montaggio reale, in presenza di disallineamenti tra gli assi delle 
ruote, si ha un elevato incremento della pressione di contatto ad una 
estremità della fascia dentata 
• Anche in assenza di disallineamenti, al margine della fascia dentata si 
possono avere delle piccole sovrasollecitazioni di contatto per effetto 
di bordo 
Entrambi gli effetti appena descritti hanno effetti negativi non trascurabili per 
la vita a fatica. La bombatura consiste in una asportazione del materiale, in 
direzione normale alla superficie del dente, che varia con una certa legge 
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lungo la larghezza di fascia dell’ingranaggio. Le leggi di variazione del 
materiale rimosso più comunemente impiegate sono quella parabolica e 
quella ad arco di circonferenza. 
 
Figura 2.8 descrizione della modifica di bombatura lungo la fascia del dente 
 
Per definire la bombatura di fascia il progettista deve stabilire:  
• L’entità massima del materiale asportato (ma) 
• La topografia della bombatura 
In fase di progettazione si deve imporre una bombatura sufficientemente 
grande da evitare l’insorgere dei due fenomeni negativi prima citati ma nel 
contempo non eccessiva in quanto questa modifica comporta un aumento 
della curvatura della superficie di corpi elastici che entrano in contatto e 
quindi (secondo il modello di Hertz [3]) determina un dannoso incremento 
delle pressioni di contatto. 
 
Capitolo 2                                                             Geometria delle route dentate cilindriche 
 29
Quando si considerano gli effetti della bombatura su una coppia di ruote 
ingrananti è stato verificato con studi numerici [10] che, assegnata la 
topografia, il parametro che regola gli effetti in termini di pressioni di 
contatto è la “bombatura relativa”, pari alla somma dei ma delle due ruote. 
Questo aspetto mostra come sia possibile, nella pratica, realizzare la 
bombatura su una sola delle due ruote, con vantaggi dal punto di vista 
economico e di produzione. 
Nella successiva modellazione numerica della dinamica verranno trascurati 
gli effetti tridimensionali, si considera che le ruote siano realizzate con una 
opportuna bombatura ottimizzata in modo da non avere problemi anche in 
presenza dei disallineamenti tollerabili. 
 
 





La ruota reale è soggetta a diversi errori che modificano la geometria rispetto 
alla condizione nominale. Nel presente paragrafo ci si limita a descrivere 
errori di costruzione relativi allo studio bidimensionale dell’ingranamento, 
non verranno pertanto trattati fattori quali l’errore d’elica o il montaggio 
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sghembo delle ruote. Con queste limitazioni, si possono classificare gli errori 
più comuni in:  
• Errori di passo (pitch error) 
• Eccentricità 
• Errori nel profilo (normale o modificato) 
Un singolo errore di passo consiste in un’errata spaziatura tra due denti 
consecutivi. Per ingranaggi ad alte prestazioni prodotti con tecnologie 
avanzate il massimo pitch error tra denti adiacenti è quantificabile nell’ordine 
di uno scostamento di qualche micron del passo pc rispetto al valore 
nominale. 
L’eccentricità di un ingranaggio, determina un comportamento analogo a 
quello di una serie di errori di passo. Considerando in figura il centro della 
circonferenza di base della ruota 1 è posizionato in C1’ anziché in C1 (che è la 
posizione del centro di rotazione), ec è l’eccentricità. Per ingranaggi ad alte 
prestazioni ec non supera i 20μm. 
 





In pratica l’effetto dell’eccentricità è quello di generare, in assenza di errori 
di passo ’reali’, una errore di passo ‘apparente’ variabile ciclicamente ad ogni 
rotazione. 
L’entità dell’errore di passo ‘apparente’ massimo è facilmente valutabile 
geometricamente ed è pari a 2ecsin(π/Z). 
Per quanto concerne gli errori nella geometria del profilo è sicuramente 
affermabile che con le attuali tecnologie per ingranaggi ad alte prestazioni si 
hanno scostamenti dalla geometria ‘da disegno’ dell’ordine delle quantità 
misurabili degli strumenti di verifica, pertanto uno studio che trascuri gli 
effetti degli errori di profilo può ritenersi esaustivo (almeno nell’ambito della 
progettazione ad alto livello). 
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Gli aspetti relativi alla resistenza a rottura e a deterioramento superficiale 
delle dentature condizionano fortemente la progettazione degli ingranaggi. 
 
Capitolo 3                                                 Approcci tradizionali al calcolo degli ingranaggi 
 34
Se si considerano, per semplicità, gli ingranaggi cilindrici a denti dritti, questi 
aspetti sono trattati, tradizionalmente, con i seguenti approcci: 
 
Modello di Lewis [1], successivamente perfezionato (si veda ad esempio: 
[4]), per quanto riguarda la sollecitazione, essenzialmente flessionale, 
calcolata in una sezione predefinita alla base del dente (bending). La 
geometria della dentatura e la cinematica teorica dell'ingranamento, 
determinano la posizione dei punti di inizio e di fine contatto, che 
alternativamente avviene tra due oppure una sola coppia di denti e ciò 
permette, con opportune ipotesi, di stimare l'andamento della forza sul fianco 
del dente in presa e, quindi, della sollecitazione alla base del dente. La 
verifica a rottura, dovuta per lo più a fatica, richiede l'uso di opportune curve 
di progetto, definite se possibile con prove su ingranaggi; 
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Modello di Hertz, implementato secondo la proposta di Buckingham [2], 
per quanto riguarda la pressione di contatto tra i fianchi dei denti e, quindi, la 
valutazione del danno dovuto a fatica sub superficiale (pitting). In questo 
caso, oltre all'andamento della forza, occorrono i valori locali delle curvature 
dei fianchi allo scopo di quantificare, punto per punto, la sollecitazione. Le 
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curve di progetto dovrebbero essere dedotte da prove su ingranaggi oppure da 




Figura 3.2 andamento del carico sul profilo dente e calcolo della locale pressione di 
contatto 
 
Modello di Blok [5-7] o della temperatura "di flash", che può essere 
implementato in vari modi e che riguarda il fenomeno dell'usura adesiva 
distruttiva e del grippaggio tra le superfici dei denti (scuffing), attribuito al 
raggiungimento di un limite - stabilito empiricamente come detto prima - 
della temperatura superficiale del dente; 
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Figura 3.3 problema della lubrificazione dell’ingranamento 
 
Modello della lubrificazione elastoidrodinamica (EHD) inizialmente 
sviluppato da Dowson et al [8-10], che permette di calcolare lo spessore del 
meato d'olio in presenza di sollecitazioni di tipo Hertziano. 
L'elevato valore della pressione determina un aumento locale della viscosità 
tale da consentire la formazione di un meato abbastanza spesso rispetto alla 
rugosità. Questo modello permette di tenere conto dell'influenza del 
lubrificante in rapporto a possibili fenomeni di usura e di danno superficiale; 
considerazioni diverse possono valere per gli effetti di natura chimica 
(esempio: influenza di additivi del tipo Extreme Pressure o EP).  
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Le normative di calcolo più note [11-13] si basano essenzialmente su questi 
modelli. Uno dei punti cruciali di ogni normativa consiste nella 
quantificazione dei fattori che consentono di valutare, tramite una 
maggiorazione del carico rispetto al valore nominale, sia gli effetti esterni, 
cui corrisponde un fattore di servizio, sia gli effetti di: 
- non uniformità della sollecitazione alla base o sul fianco del dente, dovute 
principalmente all'effetto degli errori di parallelismo degli assi e alla 
corrispondente localizzazione dei contatti tra le dentature (errori di 
costruzione, deformazioni elastiche o di origine termica); 
- scostamento tra la cinematica e la dinamica reale dell'ingranamento rispetto 
alle condizioni ideali dedotte dalla Meccanica dei corpi rigidi senza 
considerare gli effetti degli errori di costruzione della stessa dentatura e gli 
effetti determinanti dell’Errore di Trasmissione. 
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Errore di trasmissione 
 
 
Se due ruote dentate che ingranano fossero prove di modifiche di profilo e 
non fossero soggette a deformazioni si avrebbe che il rapporto di 
trasmissione, pari al rapporto tra i raggi primitivi delle ruote, coinciderebbe 
con il rapporto tra le velocità angolari per ogni istante temporale. Infatti in 
queste condizioni è come se si avesse puro rotolamento tra le circonferenze 
primitive delle ruote. 
In realtà il rapporto tra le velocità angolari varia per ogni istante 
dell’ingranamento. 
Per tener conto di questa variazione delle velocità (e quindi anche delle 
posizioni) si introduce l’errore di trasmissione (ε) definito come differenza 
tra le posizioni relative delle ruote ingrananti nel caso reale e nel caso ideale 
(cioè senza modifiche di profilo e senza deformazioni). L’errore di 
trasmissione è funzione del tempo e può essere espresso in unità angolari, 
radianti, oppure (come viene fatto nel presente lavoro) in unità angolari per il 
raggio di base, metri o millimetri.  
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2211 θθε bb rr +=  (3.2) 
 
in cui l’angolo θ è lo spostamento angolare (in radianti) rispetto alla 
posizione che si avrebbe con puro rotolamento. 
Sulla base della definizione appena esposta si definiscono i seguenti  
• Errore di trasmissione statico a carico nullo, ε0(t) (più brevemente 
“errore di trasmissione a carico nullo”). 
• Errore di trasmissione statico, εs(t) 
• Errore di trasmissione dinamico, εd(t) (verrà discusso e valutato nel 
successivo  
 
Errore di trasmissione a carico nullo 
 
L’errore di trasmissione a carico nullo è legato unicamente ad aspetti 
geometrici, infatti per definizione esso è epurato di effetti deformativi e 
dinamici. In particolare, gli aspetti geometrici che generano un errore di 
trasmissione a carico nullo sono quelli che determinano uno scostamento 
dalla geometria nominale ad evolvente: modifiche di profilo ed errori 
geometrici. 
Come detto la modifica di profilo più comune è la modifica di testa, è quindi 
importante vedere l’effetto qualitativo che ha una modifica di testa sull’errore 
di trasmissione a carico nullo.  
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In fig 3.4 (a) è mostrato che la modifica di testa, essendo una asportazione di 
materiale dal tip del dente, comporta uno scostamento dei punti del profilo 
del dente rispetto alla curva ad evolvente puro. In figura si vede l’effetto di 
una comune modifica di profilo lineare in funzione del roll-angle; si può 
notare come ad ogni valore del roll-angle è associabile un’instante 
dell’ingranamento.  
 
Figura 3.4 Errore di trasmissione a carico nullo 
 
Accoppiando le modifiche di testa delle due ruote ingrananti, fig. 3.4 (b), si 
vede l’effetto complessivo sull’errore di trasmissione a carico nullo ε0(t). In 
figura è mostrato l’andamento di ε(t) che si ha per ogni ingranamento, esso si 
ripete identico a meno di errori di costruzione, fig. 3.5 (a); si nota come per 
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gli istanti dell’ingranamento in cui si ha contatto tra gli evolventi non 
modificati, si ha ε0(t) pari a zero. 
 
Figura 3.5 Errore di trasmissione a carico nullo in presenza di errore di passo 
 
Si nota che in assenza di carico, il contatto tra le due ruote, è puntuale e non 
accade mai, eccetto che negli istanti singolari in cui si ha scambio fra le 
coppie di denti in presa, che due coppie di denti siano in contatto 
contemporaneamente. 
L’errore di passo è un'altra causa molto comune che genera un ε0(t) diverso 
da zero, in fig. 3.5 (b) si vede che la presenza di un errore di passo (aggiunta 
all’effetto, appena descritto, della modifica di profilo) ha due conseguenze: 
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• ε0(t) è diverso da zero anche quando le due ruote ingranano in 
corrispondenza degli evolventi puri 
• Cambia l’istante dell’ingranamento per cui il contatto passa da una 
coppia di denti alla seguente rispetto al caso privo di errori. 
 
 
Errore di trasmissione statico 
 
Sotto l’azione della forza statica dell’ingranamento, le ruote sono soggette a 
deformazioni che portano sostanzialmente a valori negativi dell’errore di 
trasmissione (cioè, immaginando una ruota fissata, per effetto delle 
deformazioni la seconda ruota subisce una minore rotazione rispetto al caso 
indeformato). 
Le deformazioni possono portare ad una distribuzione del carico tra i due 
coppie di denti contemporaneamente in presa per una certa frazione 
dell’ingranamento, a seconda della distribuzione di forze tra i vari denti in un 
certo istante si ha una certa deformazione che caratterizza lo εs (infatti 
essendo SMF costante, la rigidezza dell’ingranamento varia in funzione della 
distribuzione del carico fra i denti). 
In fig. 3.6 si vede come al crescere del carico applicato (le curve da 1 a 6 
rappresentano situazioni con carichi crescenti) aumenti la frazione 
dell’ingranamento per cui si ha contatto tra contemporaneo di due coppie di 
 
Capitolo 3                                                 Approcci tradizionali al calcolo degli ingranaggi 
 44
denti. In figura si può notare che con due coppie di denti in presa la rigidezza 
è maggiore rispetto al contatto con singola coppia di denti. 
 
Figura 3.6 Andamento semplificato di εs all’aumentare del carico applicato 
 
Il grafico di fig. 3.6 prende il nome di Mappa di Harris [16] e si basa sulla 
forte ipotesi che la rigidezza dell’ingranamento dipenda solo dal numero di 
coppie di denti in presa. La mappa di Harris schematizza quindi una 
situazione idealizzata, la curva (1) rappresenta la condizione di carico nullo 
(cioè ε0(t)). La curva (5) rappresenta lo εs con carico di progetto ed evidenzia 
una idealizzazione dovuta all’ipotesi sopraccitata, infatti, ancorché sia 
desiderabile, nella pratica è impossibile avere εs costante; è comunque 
Due coppie di 
denti in presa 
Aumenta il carico 
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importante fare in modo da avere εs variabile in un range più limitato 
possibile. 
Pur coi suoi limiti, la Mappa di Harris consente di comprendere fisicamente 
l’origine del εs. 
Data la complessità delle deformazioni che determinano la rigidezza in ogni 
istante dell’ingranamento, una valutazione accurata del εs, necessaria per la 
progettazione di ingranaggi ad alte prestazioni, deve essere inevitabilmente 
effettuata con strumenti software oppure sperimentalmente. 
In fig. 3.14 è mostrato un esempio di risultato di calcolo di εs con Helical3D 
al variare della coppia, è possibile osservare un comportamento simile a 
quello della mappa di Harris. 
In fig. 3.15 sono riportati dei risultati relativi ad uno stesso ingranaggio in 
assenza e in presenza di errore di passo. Si vede come l’errore di passo incide 
sul εs in maniera analoga a come agisce sull’errore ti trasmissione a carico 
nullo (fig 3.12)  
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Senza errore di passo
Con errore di passo
 
Figura 3.8 Modifica del calcolo di εs in presenza di errore di passo calcolato 
con codici di tipo avanzato, FEM o ibridi 
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Fattore di sovraccarico dinamico 
 
la quantificazione del coefficiente di sovraccarico di natura dinamica, dovuto 
sia alla deformazione dei denti in presa sia agli errori di forma o di passo, è 
stata oggetto di numerosi studi ed esperienze (lo stesso Lewis realizzò una 
macchina di prova apposita). 
I primi modelli teorici postulavano un aumento del sovraccarico dinamico 
secondo il quadrato della velocità periferica; l'esperienza fatta con i primi 
riduttori per turbine navali dimostrava invece che l'amplificazione dinamica 
del carico tende, al crescere della velocità, a un limite dipendente dalla entità 
dell'errore salvo l'insorgere di fenomeni di risonanza. Approcci migliorati 
furono proposti da Buckingham [2], e da vari altri. Con il crescere delle 
potenze di calcolo si sono diffuse modellazioni del tipo in figura 3.9, 
introducendo opportunamente l'effetto del periodico disturbo prodotto 
dall'ingranamento. Tuplin [3], ad esempio, schematizzò questo disturbo 
tramite l'introduzione di un cuneo tra le molle che simulano la deformabilità 
dei denti in presa. 
 
 





L'utilità di vari di questi modelli è discutibile, in quanto il fenomeno 
dinamico è molto complesso e può essere di natura non lineare; essi hanno 
tuttavia il pregio di evidenziare l'importanza delle condizioni di risonanza. 
Tradizionalmente si calcola almeno la frequenza propria del sistema 
costituito dai corpi ruota considerati come due volani collegati tra loro 








Questo insieme di approcci, che in linea di massima è implementato in tutte 
le normative sugli ingranaggi, può essere definito l'approccio tradizionale. 
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Si tratta infatti di quello che in passato permetteva di progettare ingranaggi 
usando solo carta, penna, regolo calcolatore o, eventualmente, una 
calcolatrice azionata a mano. 
Ogni modifica o tentativo di ottimizzazione dell'ingranaggio, ad esempio per 
tendere a una uguale resistenza del pignone e della ruota, imponeva tediose 
ripetizioni della procedura. 
Con l'introduzione del calcolatore fu possibile avviare l'automatizzazione del 
calcolo e la memorizzazione delle necessarie basi di dati. 
Attualmente è possibile implementare su PC codici di calcolo molto più 
sofisticati e potenti finalizzati all'analisi degli ingranaggi. 
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I programmi (codici) di calcolo basati sulle normative operano 
sostanzialmente secondo l'approccio tradizionale. Alcuni di questi codici 
sono disponibili commercialmente, talvolta - con alcune limitazioni - come 
freeware. Varie aziende hanno sviluppato propri codici di questo tipo, che 
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talvolta si limitano all'uso di una specifica normativa, imposta dalle esigenze 
dei propri clienti, oppure che cercano di fondere assieme più di una 
normativa. 
Vediamo le caratteristiche generali di questo tipo di programmi. 
 
 
Generazione automatica della geometria dei denti 
 
Di regola viene richiesto all'utente di introdurre un insieme di dati sufficiente 
alla definizione dell'ingranaggio. 
Tipicamente ciò richiede di inserire: 
a) numero dei denti di ciascuna ruota componente l'ingranaggio, 
b) modulo normale, 
c) interasse di montaggio, 
d) informazioni sul tipo di ingranaggio (dentature interne o esterne). 
Per quanto riguarda l'uso di dentature corrette, è richiesto il valore della 
correzione sull'addendum. Le modifiche di profilo sono introdotte indicando 
se lo smusso viene praticato in testa o a piede dente e l'entità dello spessore di 
materiale asportato da tale modifica. 
In uscita i programmi forniscono: 
a) geometria dettagliata della dentatura, 
b) andamento teorico del carico su tutto l'arco di ingranamento, 
c) sollecitazioni flessionali a base dente, 
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d) sollecitazioni di compressione sul fianco del dente, 
e) le curve di progetto fissate dalle norme oppure tramite un'apposita banca di 
dati. 
Sono inoltre usualmente forniti: 
• sollecitazioni ammissibili a fatica, 
• vita a fatica per rottura a flessione del dente, 
• vita a fatica per danneggiamento superficiale del fianco del dente. 
• indici di rischio dell'usura adesiva (la temperatura di "flash" o il 
fattore "^" equivalente al rapporto tra lo spessore minimo del meato 
elastoidrodinamico e la rugosità media del fianco del dente). 
Si riportano nelle figure 4.1, 4.2 e 4.3 alcuni output grafici di questa tipologia 
di codici. 
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Figura 4.1 andamento del carico per unità di larghezza di fascia per ogni posizione 
lungo il profilo 
 
Figura 4.2 pressione di contatto e sollecitazione a piede dente della ruota e pignone 
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Figura 4.3 andamento della temperatura Flash lungo la linea d’azione 
 
Di seguito vengono illustrate le metodologie usate da tali codici per la 
generazione degli output descritti in precedenza, iniziando proprio dalla 
generazione della geometria dettagliata del dente. 
 
Scelta degli utensili 
 
Il codice tradizionale, in base alla geometria generale del dente, permette di 
individuare i parametri della geometria dell'utensile, almeno tramite la 
dentiera di riferimento. In vari software commerciali è possibile 
caratterizzare più tipi di utensile quali: creatore (hob) standard, creatore con 
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tagliente a protuberanza semplice, coltello circolare standard, coltello 
circolare con protuberanza semplice. 
 
Valutazione della ripartizione del carico 
 
La valutazione della ripartizione di carico nell'arco di ingranamento dipende 
dall'entità delle modifiche apportate al profilo - nominalmente a evolvente - 
del fianco del dente. Le più comuni modifiche sono lo smusso ditesta (tip 
relief), destinato a compensare gli effetti della deformazione del dente in 
presa, e la bombatura (crowning), destinata a compensare gli effetti del 
disassamento. 
In assenza di modifiche è assunta una ripartizione secondo figura 4.4.a 
mentre a una spoglia ottimale in rapporto alle condizioni di funzionamento 
può essere associata una ripartizione secondo quanto indicato in figura 4.4.b.  
In alcuni codici aziendali l'andamento della ripartizione assunto in ogni 
singolo caso è basato su di un'interpolazione lineare di questi due andamenti, 
in funzione delle 
modifiche imposte. 
Tipicamente si 
considera l'arco di 
ingranamento teorico. 
Questa situazione può essere vicina alla realtà 
solo nel caso di dentature metalliche con carichi non troppo elevati. 
Figura 4.4 andamento del carico 
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Sollecitazione flessionale alla base del dente 
 
La valutazione delle sollecitazioni flessionali avviene secondo quanto è stato 
descritto in precedenza. La sezione di riferimento per il calcolo della tensione 
massima può essere leggermente diversa a seconda che sia stabilita secondo 
il criterio della norma AGMA (parabola di uniforme resistenza alla Lewis) 
oppure secondo il criterio della norma Iso - Din . Inoltre, il raccordo a piede 
dente, da cui dipende il coefficiente di concentrazione della tensione nella 
zona critica, può essere diverso a seconda della forma dell'utensile. In alcune 
applicazioni si preferisce infatti massimizzare il raggio di raccordo di fondo 
dente, usando ad esempio utensili con protuberanza di testa, capaci di creare 
un raccordo ininterrotto (full fillet) sul fondo dei vani della dentatura. 
Oltre alla definizione delle modifiche di profilo, della qualità di lavorazione e 
degli errori di disallineamento degli assi delle ruote, di regola questi codici 
forniscono all'utente la possibilità di definire quanto segue: 
• dimensioni dello spessore del bordo (rim) della fascia dentata; infatti 
se questo è relativamente piccolo rispetto all'altezza del dente, la 
massima sollecitazione, che riguarda più il bordo del corpo ruota che 
la base del dente, è calcolata moltiplicando il valore ottenuto nel 
modo tradizionale per un ulteriore coefficiente di concentrazione, 
dedotto da analisi agli Elementi Finiti di casi analoghi; 
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• curve di fatica (curve di Wöhler) proprie del materiale se differenti da 
quelle date dalla normativa di riferimento; in alcuni codici è possibile 
suddividere queste curve in più segmenti, rettilinei sul piano 
bilogaritmico (es, tre segmenti), per una migliore valutazione della 




Il calcolo della pressione di contatto avviene in tutti i punti di contatto del 
fianco del dente attivo, considerando due cilindri infiniti di curvatura 
equivalente a quella delle evolventi nei punti di contatto considerati. Non è di 
regola considerato l'effetto dello smusso, che oltre a modificare la curvatura 
locale può determinare discontinuità nella zona di passaggio del contatto tra 
il profilo ad evolvente e quello modificato. 
Analogamente a quanto detto sopra, possono essere definite dall'utente curve 
di resistenza del materiale diverse da quelle assunte in base alla normative. 
 
Parametri per la valutazione del pericolo di grippaggio o usura 
 
Di regola questi codici permettono il calcolo del massimo valore della 
temperatura sulla superficie del dente, secondo il modello di Blok (Tflash) 
oppure, in alternativa, un valore mediato, detta temperatura integrale di 
 
Capitolo 4                   Caratteristiche generali dei programmi di calcolo degli ingranaggi 
 60
"flash". Inoltre questi codici forniscono lo spessore del meato 
elastoidrodinamico di lubrificante nella zona di contatto, calcolato di regola 
con un modello bidimensionale, valido cioè per il caso di cilindri elastici, 
infinitamente lunghi. 
L'utente deve introdurre in entrambi i casi sufficienti dati circa il lubrificante. 
Tipicamente è richiesto di fornire: 
• viscosità dell'olio a due diverse 
• temperature; 
• temperatura di alimentazione del 
• lubrificante; 
• rugosità media della superficie del 
• fianco dei denti. 
Il calcolo della temperatura di "flash" è basato su alcune ipotesi 
semplificative circa il coefficiente di attrito, che di regola varia nell'arco 
dell'ingranamento di una coppia di denti. Ad esempio la norma Agma B88 
prevede il calcolo di un coefficiente di attrito 
medio, secondo la seguente formula: 
µm = (0,06x1,13)/(1,13 - Ra) 
dove Ra è la rugosità media espressa in µm. 
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Metodi numerici da implementare al calcolatore, in particolare quello agli 
elementi finiti, hanno permesso di modellare con elevata precisione il 
fenomeno dell’ingranamento in condizioni realistiche. Tuttavia per ottenere 
altissime precisioni, nonostante l’elevata potenza di calcolo attualmente 
disponibile, i tempi di macchina richiesti rimangono elevati. Infatti, in linea 
di principio è possibile creare un modello FEM di ingranaggi, utilizzando ad 
esempio un programma commerciale come ANSYS al fine di studiare una 
successione di diverse fasi dell’ingranamento e ricavare i principali aspetti 
che lo caratterizzano, sia strutturali (ripartizione di carico, pressioni di 
contatto, sollecitazioni alla base del dente) e sia cinematici (errore di 
trasmissione angolare). È tuttavia necessario ricorrere ad accorgimenti e 
semplificazioni del modello, al fine di non incorrere in tempi di calcolo 
proibitivi, facendo attenzione a rappresentare la soluzione quanto al meglio è 
possibile. 
Nel caso di ingranaggi a denti dritti, in particolare se privi di bombatura, si 
può supporre che il dente si trovi in stato piano di deformazione (per lo meno 
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per una buona parte della zona centrale della larghezza di fascia), ottenendo 
un notevole beneficio sulla semplicità del modello, con le limitazioni però di 
non poter ottenere alcuna informazione circa gli effetti di bordo in 
corrispondenza degli estremi della larghezza di fascia, e di non poter valutare 
gli effetti di un eventuale errore di disassamento angolare fra gli assi dei due 
ingranaggi nominalmente paralleli. Altro accorgimento comunemente 
utilizzato è quello di modellare solo un arco di ciascuna ruota piuttosto che 
l’intera geometria, facendo però attenzione che per ogni configurazione di 
ingranamento le condizioni di vincolo imposte al modello non perturbino la 
soluzione. 
Nel modello piano sviluppato all’interno di questo lavoro è stata posta 
particolare attenzione alla modifica del profilo a evolvente del dente, di 
importanza fondamentale nel caso di ingranaggi molto sollecitati, in cui la 
notevole deformazione dei denti può indurre l’inizio anticipato del contatto di 
una coppia di denti, detto contatto di testa, particolarmente sfavorevole. Tale 
modifica interessa profondità dell’ordine di 0,02 mm, confrontabili con le 
ondulazioni delle irregolarità del profilo. Si presenta quindi l’interessante 
problematica di modellare un profilo nominale senza poter prescindere dalle 
irregolarità superficiali. L’approccio ritenuto più efficace e quindi utilizzato 
per questo tipo di problema viene descritto brevemente in seguito. Partendo 
da una nuvola di punti di rilevazione del profilo reale, modificato, rispetto 
all’evolvente nominale, viene determinata una curva spline ai minimi 
quadrati i cui segmenti di definizione sono concentrati nelle zone di maggiore 
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variabilità mediante un algoritmo autonomo che si appoggia su parametri 
statistici. 
Ulteriore e ovvio accorgimento è quello di produrre una griglia di elementi 
finiti molto fitta in corrispondenza della zona di contatto fra i denti, al fine di 
permettere al modello numerico di rappresentare bene la soluzione anche in 
corrispondenza di questi punti a elevato gradiente di tensioni. Quindi al 
variare della configurazione di ingranamento la suddivisione in elementi 
viene rigenerata in modo da seguire i punti di contatto, come si vede in figura 
4.5a. Un esempio dei risultati ottenuti con un’analisi di questo tipo è riportato 
nelle figure 4.5b e 4.5c, in cui si evince l’aspetto fortemente locale della 
soluzione e il comportamento del contatto fondamentalmente secondo il 
modello di Hertz. 
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Figura 4.5 modello mesh e risultati con il codice General Purpose Ansys 
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Codici di calcolo di tipo avanzato 
 
Come si è visto, il metodo FEM permette la simulazione dell’ingranamento e 
il calcolo delle sollecitazioni dell’ingranaggio, garantendo soddisfacenti 
risultati nelle zone poste a sufficiente distanza dalla zona di contatto. Tuttavia 
in prossimità di questa zona si presentano i seguenti problemi: 
• notevole difficoltà nel descrivere in modo accurato i gradienti di 
pressione senza l’utilizzo di un eccessivo numero di elementi in 
contatto nella direzione del fianco del dente; 
• difficoltà nell’assicurare una precisione geometrica adeguata;  
• natura approssimata dell’algoritmo di calcolo dell’area di contatto: 
per avere grande precisione è necessario ricorrere a elevati tempi di 
calcolo; 
• possibilità che si verifichino fenomeni di instabilità numerica.  
Per risolvere questi problemi, sono stati proposti nuovi approcci [18] che 
combinano il metodo FEM con metodi analitici (Surface Integral Methods) 
opportunamente scelti e implementati in modo da adattarsi al profilo del 
dente e alla configurazione dell’ingranaggio. 
L’impostazione di questo approccio è, in sintesi, la seguente: 
• attraverso l’utilizzo di un modello FEM, relativamente grossolano, si 
determinano con sufficiente precisione gli spostamenti ‘lontano’ dalla 
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zona di contatto, in altre parole le deformazioni globali con un 
numero limitato di Elementi Finiti; 
• tramite una soluzione analitica opportuna si determinano gli 
spostamenti relativi nelle vicinanze della zona di contatto; a questo 
scopo può essere usata, entro certi limiti, una nota soluzione dovuta a 
Boussinesq.  
• si introduce una superficie fittizia, che interfaccia i due campi di 
spostamento; tale superficie è posta a una certa distanza dalla zona di 
contatto, così da avere una soluzione FEM affidabile, cercando di 
evitare, peraltro, che siano trascurati spostamenti locali dovuti alla 
deformazione globale del dente. 
 
Il codice Calyx 
 
Il codice Calyx è uno dei più recenti, avanzati e completi codici di calcolo 
per la modellazione e la verifica di ingranaggi di diverse tipologie. Possono 
essere infatti analizzati: 
• ingranaggi cilindrici a denti dritti ed elicoidali, interni ed esterni, ad 
assi paralleli o sghembi;  
• ingranaggi ipoidi; 
• ingranaggi conici con denti dritti oppure a spirale; 
• ingranaggi a vite, ruota elicoidale; 
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• rotismi epicicloidali. 
Il programma Helical3D [20] si compone di alcuni programmi: 
“CAPP/Calyx”, dedicato alla modellazione dei contatti secondo l’approccio 
ibrido, e “Multyx” dedicato prevalentemente ad interfacciarsi con l’utente 
progettista di ingranaggi. Il codice è in grado di eseguire un’analisi 
tridimensionale dell’ingranamento sotto carico (LTCA) sia statica, sia 
dinamica. Il codice utilizza interfacce grafiche user friendly, in ambiente 
Windows, con il programma “Guide”, e permette l’introduzione della 
geometria del dente tramite parametri macrogeometrici ed in una certa misura 
anche della geometria del corpo ruota. Per quanto riguarda gli alberi, la 
cuscinetteria ed i suoi supporti, si può tenerne conto o mediante la 
modellazione completa oppure inserendo in una opportuna matrice di 
rigidezza i valori delle rispettive cedevolezze.  
 
Interfaccia grafica e modellazione dell’ingranaggio 
 
Il programma, una volta definita la geometria della dentatura, prevede 
l’inserimento dei dati per l’intera trasmissione e, quindi, il valore di coppia, il 
numero di giri, possibile disallineamento ed eventuali difetti di montaggio, 
cedevolezza dei cuscinetti, valore del coefficiente di attrito delle superfici a 
contatto. 
Successivamente si passa alla modellazione schematica del corpo ruota. Il 
codice permette di modellare con facilità le modifiche del profilo del dente e 
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di bombatura che, come si è visto, possono presentare difficoltà notevoli di 
implementazione se si usa con un normale codice di analisi strutturale non 
dedicato.  
Allo scopo di offrire un confronto tra le capacità di alcuni dei codici qui 
descritti, si è considerato il caso di un ingranaggio costituito da due identiche 
ruote a denti dritti con 80 denti, modulo di 1,75 mm, angolo di pressione 
22,5°, costruite con qualità elevata (Qualità Agma Qv=12) e montate 
rigidamente e con elevata precisione con interasse dato. Oltre ai codici di 
calcolo di tipo tradizionale, basati sulle normative, è stato applicato il codice 
Helical3D. I risultati di quest’ultimo sono stati confrontati – limitatamente al 
caso statico - con quelli forniti da una separata e dettagliata modellazione agli 
Elementi Finiti dello stesso ingranaggio, ottenuta con il codice ANSYS©, 
come si è detto prima. Sulla base di questi risultati emerge che, mentre per 
ciò che riguarda la stima delle sollecitazioni Hertziane o di quelle flessionali 
alla base del dente, calcolate nelle posizioni d’ingranamento usuali, non vi è 
eccessiva differenza tra i risultati di un codice e un altro, sostanziali diversità 
emergono nella descrizione dell’intero ingranamento. L’ingranamento 
completo, infatti, può essere modellato solo con l’uso dei codici più avanzati. 
Già in questo semplice caso emerge l’importanza delle modifiche della forma 
della dentatura, quale l’adozione di una spoglia più o meno marcata o di 
forma differente. L’uso di codici evoluti permette di evidenziare, con tempi 
di calcolo accettabili, le condizioni che fanno insorgere, al crescere del 
carico, possibili contatti di testa (edge contact). Inoltre è possibile 
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considerare, se necessario, gli effetti prodotti sia dalle varie cause di 
disassamento sia dalla deformazione del corpo ruota. I risultati possono 
evidenziare anche effetti del tutto inattesi. Ad esempio è identificabile un 
possibile innalzamento della pressione di contatto in corrispondenza del 
diametro di inizio spoglia del dente dove è modellata la transizione, tra 
superficie del dente a forma di evolvente e superficie spogliata. Il risultato 
fornito dal codice Helical3D è confermato dal modello FEM dettagliato, è 
attribuibile al cambiamento locale di curvatura che il modello assume in 
questo punto, nel caso di spoglia lineare, che forse in seguito si può 
modificare tramite il rodaggio, che il codice ovviamente non prevede. 
 
Figura 4.6 tipici outputs grafici del codice Helical3D 
I dettagli di tali analisi saranno riportati in maniera sistematica nel seguente 
capitolo. 
 








L’introduzione del calcolatore ha permesso dapprima di automatizzare le 
procedure di calcolo tradizionali, basate su modelli analitici, che tuttora 
costituiscono il cuore delle più diffuse normative tecniche. I codici di calcolo 
che implementano questo tipo di approccio sono lo strumento attualmente più 
utilizzato per la progettazione degli ingranaggi. L’avvento dei metodi 
numerici, in particolare del metodo degli Elementi Finiti, non ha soppiantato 
l’approccio tradizionale, anche a causa delle difficoltà di modellazione 
dell’ingranamento e dei tempi, anche di calcolo, richiesti. Solo negli ultimi 
anni queste ultime difficoltà sono state, se non risolte, notevolmente ridotte, 
grazie ad approcci ibridi che combinano i vantaggi del metodo FEM con 
quelli dei modelli analitici. 
In questo lavoro sono stati passati in rassegna alcuni codici dell’uno e 
dell’altro tipo, evidenziandone le caratteristiche e stabilendo alcuni confronti. 
Si può presumere che, data la rapida evoluzione dello stato dell’arte in questo 
campo, l’utilizzo di codici di calcolo di tipo più avanzato, già indispensabile 
nei settori di progettazione di punta, diverrà sempre più comune.  
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 Capitolo 5 Simulazioni Loaded 


















Scopo del presente capitolo è presentare uno studio, condotto mediante 
strumenti dell'ingranamento di ruote dentate cilindriche a denti dritti, tenendo 
in considerazione effetti prodotti dai grandi spostamenti (LTCA: Loaded 
Tooth Contact Analysis). Vengono in particolare analizzati gli effetti di 
allargamento della linea dei contatti e i picchi di pressione che si generano 
durante l'ingranamento e come questi aspetti sono legati al livello di carico. 
Una speciale attenzione è posta alla modifica di profilo che assume un ruolo 
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Per ingranaggi ad alte prestazioni l'utilizzo di ruote dentate a denti dritti è 
frequente, principalmente per il fatto che l'assenza di carichi assiali sugli 
alberi permette di utilizzare supporti a rulli, con elevata capacità di carico. 
Ingranaggi cilindrici a denti elicoidali infatti spesso richiedono di equilibrare 
la componente assiale della forza di contatto con supporti obliqui di più 
problematico montaggio e di più elevato costo. 
Nel campo delle alte prestazioni, le coppie trasmesse sono molto elevate ed 
inducono significativi spostamenti elastici dei denti durante l'ingranamento. 
Per questo motivo la precisa simulazione degli effetti deformativi sotto carico 
è di fondamentale importanza per cogliere aspetti della meccanica 
dell'ingranamento non comprensibili con l'approccio standard normativo [1]. 
Questo tipo di analisi viene indicato con l'acronimo LTCA (Loaded Tooth 
Contact Analysis) a differenza dell'analisi cinematica, a carico pressoché 
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nullo, indicata con TCA (Tooth Contact Analysis) poco utile per ingranaggi 
coniugati. 
Nel caso di ruote cilindriche a denti dritti fortemente caricate, al fine di 
migliorare l'ingranamento assume un ruolo fondamentale la modifica di 
profilo. Infatti un'appropriata modifica di profilo permette di ridurre l'Errore 
di Trasmissione e di eliminare il contatto di testa [2, 3, 4], con evidenti 
vantaggi in termini di rumorosità, problematica particolarmente sensibile per 
gli ingranaggi a denti dritti. 
Le caratteristiche geometriche che definiscono completamente la modifica di 
profilo (in gergo tecnico spoglia) sono definite in Fig. 5.1. 
 
Figura 5.1 Definizione della modifica di profilo: Roll Angle, vettori normale e tangente 
(t, n), profondità di materiale asportato v, punto di inizio della modifica lungo il profilo 
Ps. spessore totale asportato  alla fine del fianco ve. 
 
In letteratura si considerano principalmente due topografie di spoglia [5, 6, 
7]: 
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Spoglia Lineare: relazione lineare fra angolo di parametrizzazione del 
profilo (Roll Angle) e profondità di spoglia, nel tratto di profilo modificato, 
ossia da Ps fino in testa dente 
Spoglia Parabolica: relazione parabolica fra angolo di parametrizzazione del 
profilo e profondità di spoglia, nel tratto di profilo modificato, ossia da Ps 
fino in testa dente. 









Nel presente lavoro vengono assunte alcune ragionevoli ipotesi 
semplificative: 
• assenza di bombatura (nel senso della larghezza di fascia) delle ruote, 
• perfetto ricoprimento delle larghezze di fascia delle due ruote in senso 
assiale, 
• assenza di errori geometrici delle ruote, 
• assenza di errori di disallineamento degli alberi, 
• forze d'inerzia trascurabili, 
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• assenza di attrito. 
Dalle prime tre ipotesi, si evince come gli effetti di bordo (secondo la 
direzione della larghezza di fascia) sono trascurati. A sostegno di questa 
ipotesi, analisi tridimensionali [8] hanno mostrato che, per ingranaggi in cui 
la larghezza di fascia sia almeno pari a dieci volte il modulo, una 
soddisfacente porzione della zona centrale della ruota è effettivamente in 
condizione di stato piano di deformazione. 
Nell'analisi 3D i massimi di pressione di contatto sono stati trovati vicino al 
bordo, tuttavia la sovrasollecitazione è dell'ordine di qualche percento. 
Pertanto l'analisi bidimensionale, plane strain, è adeguata e offre la possibilità 
di risolvere computazionalmente modelli molto più leggeri . 
Tuttavia è da notare che in presenza di bombatura o errori di parallelismo 
degli assi (ovviamente non rappresentabili mediante una modellazione 
bidimensionale) gli effetti di bordo possono invece essere notevoli [8] e 
quindi in questo caso, un'analisi 3D è necessaria in sede di progetto. 
Per quanto riguarda gli errori geometrici, per ingranaggi ad alte prestazioni le 
specifiche di precisione sono molto stringenti e gli spostamenti sotto carico, 
molto elevati. Gli spostamenti possono essere anche di un ordine di 
grandezza superiori agli errori, rendendoli quindi trascurabili. 
Gli errori geometrici producono effetti sensibili in termini di amplificazione 
dinamica ma questi fenomeni non vengono considerati nel presente capitolo. 
Grazie a queste semplificazioni, ogni informazione dell'ingranamento si 
ripete perfettamente in maniera periodica con una frequenza pari a quella di 
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ingranamento di una singola coppia di denti. Tale osservazione permette di 
semplificare lo studio in quanto limita l'analisi a un solo periodo di 
ingranamento. Un singolo periodo di ingranamento è stato suddiviso in un 
numero adeguato di intervalli (100 intervalli per le analisi del presente 
lavoro). 
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Nel presente lavoro è stata considerata una coppia di ruote con le 
caratteristiche indicate in Tab. 1. 
Caratteristiche geometriche dell’ingranaggio considerato. 
 
Modulo m 1.75 mm  
Angolo di Pressione α 22.5 ° 
Numero di denti Ruota 1 Z1 80 
Numero di denti Ruota 2 Z2 80 
Inizio spoglia Ruota 1 θS1 24.000 ° 
Inizio spoglia Ruota 2 θS1 24.000 ° 
Spoglia totale Ruota 1 vS1 21.0 µm 
Spoglia totale Ruota 2 vS1 21.0 µm 
 
Sono state considerate tre diverse condizioni di coppia: 
• basso carico: 62.5 % del carico nominale, 
• carico nominale, 
• sovraccarico: 125 % del carico nominale. 
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I risultati delle simulazioni sono rappresentati sugli stessi grafici, in modo da 
evidenziare gli effetti del carico per le diverse geometrie di spoglia 
considerate. 
 





Al fine di eseguire l'analisi LTCA sono stati utilizzati due software che 
risolvono il problema del contatto con algoritmi diversi: 
• Analisi FEM completa (ANSYSTM), che risolve il problema del 
contatto in manie ra classica ossia mediante il metodo Penalty 
Function oppure Lagrange Multiplier a scelta dell'utente o 
automaticamente. L'efficienza di questo approccio non è molto 
elevata ma i risultati possono essere molto accurati. Per ottenere 
un'adeguata precisione µe infatti necessario sviluppare un modello 
pesante, che tuttavia riesce a riprodurre le eventuali caratteristiche di 
irregolarità della pressione di contatto in modo molto preciso e più 
controllato dall'utente. 
• Software ibrido [9] che combina una soluzione semi-analitica locale 
del contatto, con una soluzione FEM valida ad una certa distanza 
dalla zona di elevato gradiente tensionale. Questo metodo, 
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esplicitamente dedicato al contatto, è computazionalmente molto 
efficiente in quanto la discretizzazione FEM non deve essere 
ricostruita ad ogni istante di ingranamento, e la soluzione semi-
analitica locale richiede tempi di calcolo modesti. Tuttavia tale 
tecnica presenta alcuni limiti, in seguito evidenziati, in particolare in 
presenza di singolarità di contatto. 
Per quanto riguarda il metodo FEM è stato sviluppato uno schema di 
discretizzazione validato sulla soluzione analitica di Hertz, come brevemente 
descritto nella sezione successiva. Il confronto dei risultati fra i due codici 
non ha mostrato significative discrepanze, quindi nel presente lavoro 
verranno enfatizzate le questioni della meccanica dell'ingranamento piuttosto 
che gli aspetti numerici di calcolo. Per quanto riguarda il metodo FEM è stato 
possibile eseguire l’individuazione di uno schema di discretizzazione testato 
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Al fine di produrre risultati attendibili e stimare la precisione ottenuta, è stato 
preparato un modello FEM di riferimento dedicato alla accurata descrizione 
dello stato tensionale nella zona del contatto. Infatti, uno dei problemi relativi 
a simulazioni numeriche di problemi di contatto (oltre alla intrinseca non 
linearità) è il fatto che in corrispondenza della piccola area in cui si manifesta 
l'interazione, i gradienti di tensione sono molto elevati [10, 11], quindi un 
infittimento localizzato è necessario.  
È stato messo a punto uno schema di discretizzazione locale, basato sulla 
trattazione [12], verificato sulla base della soluzione analitica (Hertz) del 
contatto in condizioni di stato piano di tensione. 
Grazie alla proprietà di similitudine di cui gode la soluzione del contatto, nel 
caso di semispazio elastico, l'unica variabile geometrica è la semi-ampiezza 
dell'impronta (in genere indicata con a), quindi lo schema di mesh ottenuto è 
stato ritenuto estensibile a un qualsiasi modello di contatto tra superfici 
sufficientemente regolari, rispettando la similitudine del parametro a. 
Lo schema di mesh suggerito da una estensiva campagna di analisi di 
sensibilità della soluzione, è riportato in figura 5.2. Tale modello garantisce 
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un errore dell'1% sulla massima pressione Hertziana ed errori minori in 
termini di spostamento e quindi di cedevolezza sotto carico. 
 
Figura 5.2 Schema della mesh di riferimento (soltanto metà modello rappresentato). 
In posizione relativamente distante dal contatto (2a nel senso della profondità 
e 3a in direzione orizzontale) gli elementi possono avere una dimensione 
caratteristica pari ad a, mentre a = 6 nella zona di interfaccia, e a = 18 a 
ridosso della zona di contatto. 
È interessante notare che le interfacce delle zone a diverso grado di 
discretizzazione devono comunque garantire la coincidenza dei nodi1, per cui 
alle interfacce di tali zone la regolarità della mesh viene lievemente corrotta, 
come si evince dalla mesh in Fig. 5.3. 
Inoltre è interessante notare che per avere buoni risultati è necessario 
garantire un'elevata discretizzazione anche in senso orizzontale, perché esiste 
un forte gradiente di alcune componenti di tensione anche in tale direzione. 
                                                
1 Altrimenti un algoritmo di sovrapposizione della soluzione, suggerito in [12], sarebbe 
necessario. 
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(a) (b) (c)  
Figura 5.3 Modello FEM di riferimento: (a) pressione di contatto (da confrontare con il 
modello analitico di Hertz), (b) tensione normale secondo la direzione verticale (Sy), (c) 
tensione normale secondo la direzione orizzontale (Sx). 
Tale schema di discretizzazione è stato applicato al profilo del dente (in cui la 
distribuzione locale delle tensioni può essere ipotizzata simile a quella del 
semi-piano, come suggerito in [9]). 
In Fig. 5.4 sono rappresentati alcuni fianchi di denti in contatto con la 
discretizzazione sopra descritta. Viene in particolare mostrato come tale 
schema si applica nel caso di contatto in estremità nella fase di accesso o di 
recesso. Il modello locale ottimizzato per il contatto Hertziano, può mostrare 
un diverso grado di accuratezza nel caso di contatto incompleto. 
(a) (b)  
Figura 5.4 Applicazione della mesh di riferimento a coppie di denti in presa: (a) caso di 
tre coppie di denti in presa, di cui i due laterale in condizioni di contatto estremità, (b) 
ingrandimento per la coppia di denti centrale. 
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I risultati di maggiore interesse per le simulazioni dell'ingranamento sono: 
• forza di contatto di ogni singola coppia di denti in presa, 
• massima pressione di contatto lungo il fianco del dente, 
• massima tensione alla base del dente, 
• errore di trasmissione sulla ruota condotta. 
Tutte queste proprietà vengono rappresentate generalmente, in funzione del 
tempo oppure in funzione del Roll Angle di ingranamento del pignone. La 
configurazione iniziale è stata assunta in corrispondenza del contatto sul 
diametro primitivo. 
La forza di contatto permette di monitorare come le coppie di denti in presa 
mutuamente si ripartiscono il carico, in funzione della loro cedevolezza ai 
vari istanti di ingranamento. Per quanto riguarda la pressione di contatto, per 
ogni condizione di ingranamento viene considerato il massimo della 
distribuzione di pressione lungo il profilo. È opportuno sottolineare che non 
sempre tale distribuzione è di tipo Hertziano, sia per effetto della modifica di 
profilo, sia per il contatto di estremità (o contatto di testa) ad inizio o fine 
ingranamento. 
Particolare attenzione quindi è richiesta in questi casi, in cui generalmente il 
massimo della pressione. 
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La massima tensione principale (σ1) alla base del dente permette di prevedere 
la resistenza a fatica per flessione del dente (in gergo: bending) in modo 
molto più accurato del semplice modello a trave incastrata, con i relativi 
fattori correttivi della norma. Per la verifica a fatica è sufficiente 
l'informazione del solo valore massimo di σ1, il ciclo dovuto al carico esterno 
è infatti pulsante, tuttavia viene fornito l'intero andamento durante 
l'ingranamento. 
Da sottolineare che, se si considerano le tensioni residue indotte dai 
trattamenti termici, la tensione σ1 può avere una componente statica di 
compressione considerevole, mentre l'analisi FEM fornisce solo la 
componente variabile. Tuttavia, è molto difficile ottenere una completa 
conoscenza dello stato delle tensioni residue, specialmente nel senso della 
profondità. 
 
Carico sul dente 
 
Nella presente sezione sono discussi gli andamenti delle forze scambiate 
dalle coppie di denti durante l'ingranamento. 
In Fig. 5.5 sono riportati gli andamenti del carico normalizzato rispetto al 
valore di carico sul dente nel caso di un solo dente in presa e momento 
nominale. 
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Dalla Fig. 5.5 si vede come le modifiche di profilo considerate abbiano un 
effetto molto simile sulla ripartizione del carico del carico sui denti, visto che 
i grafici di figura 5 (a) e (b) sono pressoché sovrapponibili. 
 
(a) (b)  
Figura 5.5 Carico su dente normalizzato, a diverse condizioni di coppia da trasmettere, 
(a) denti con modifica lineare, (b) denti con modifica parabolica. 
Da notare il cambio repentino di pendenza dei grafici, indice dell'intervento 
di una successiva coppia di denti. Nel tratto centrale (in cui l'andamento è 
orizzontale) una sola coppia di denti è in presa. In tale condizione il problema 
è isostatico e la soluzione indipendente dalla deformabilità e dalla spoglia. 
Un'ulteriore importante considerazione riguarda il grado di ricoprimento. 
Si distingue il grado di ricoprimento effettivo da quello geometrico, ossia a 
geometria indeformata e in assenza di modifica di profilo. 
Infatti dai grafici di Fig. 5.5, si nota che all'aumentare del momento applicato 
cresce il grado di ricoprimento effettivo, infatti gli andamenti delle due 
coppie di denti adiacenti si avvicinano. La presenza della spoglia tende a 
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ridurre il grado di ricoprimento effettivo, mentre il carico sui denti, per 
effetto della loro cedevolezza, tende ad aumentarlo. Non necessariamente i 
due effetti si compensano per riottenere il grado di ricoprimento geometrico. 
L'andamento del carico presenta una scarsa regolarità in corrispondenza 
dell'ingresso in contatto della coppia di denti successiva, infatti la rampa di 
carico è lineare crescente nel tratto in cui due coppie di denti sono in presa ed 
è orizzontale nel tratto in cui una sola coppia di denti è in presa. Tale 
andamento, tipico degli ingranaggi a denti dritti è causa di rumorosità. Negli 
ingranaggi a denti elicolidali gli andamenti del carico sono molto più regolari 
e quindi tale effetto è fortemente mitigato [3]. 
 
Pressione di contatto 
 
Nella presente sezione vengono riportati gli andamenti del massimo valore 
della pressione di contatto ad ogni istante di ingranamento. 
In Fig. 5.6 gli andamenti delle pressioni massime di contatto vengono 
normalizzate rispetto al valore della pressione Hertziana calcolata in 
corrispondenza del punto di rotolamento delle primitive (Pitch point), 
nell'ipotesi di assenza di modifica di profilo ed una sola coppia di denti in 
presa. 
Nello studio della pressione di contatto (Fig. 5.6) due tipi di fenomeni critici 
sono evidenti: 
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• il picco di pressione in corrispondenza di inizio o fine ingranamento 
(contatto di testa), 
• il picco del contatto in corrispondenza del punto di inizio spoglia, 
particolarmente evidente nel caso di modifica di profilo lineare. 
(a) (b)  
Figura 5.6 Massima pressione di contatto normalizzata a diverse condizioni di carico, 
(a) denti con modifica lineare, (b) denti con modifica parabolica. 
Di seguito vengono descritti questi due fenomeni in maggiore dettaglio. 
 
Contatto di testa 
 
Come anticipato la spoglia, ossia la modifica di profilo nella parte alta del 
dente, ha la funzione di scaricare la coppia di denti in presa in modo che il 
contatto all'estremità sia agevolato. Come precedentemente notato, 
applicando coppie elevate, il grado di ricoprimento aumenta sensibilmente e 
il punto del profilo dove termina il contatto tende a spostarsi verso lo spigolo 
di testa dente. Quindi, teoricamente, in assenza di spoglia, un qualsiasi carico 
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sarebbe sufficiente a generare il contatto all'estremità. Fissata una modifica di 
profilo, esiste quindi un valore critico del carico oltre il quale il contatto, in 
corrispondenza di testa dente, si estende al raggio di raccordo dello spigolo. 
Tale situazione viene definita come contatto di testa (Corner Contact). 
In Fig. 5.7 si può osservare come la regolarità della distribuzione di pressione 
sia perturbata in corrispondenza della fine del profilo. In [13] viene mostrato 
che per effetto del raggio di raccordo, la singolarità teorica della pressione di 
contatto µe evitata, tuttavia i valori locali di pressione (in ipotesi di solido 
elastico) sono comunque molto elevati. 
(a) (b)  
Figura 5.7 Contatto di testa: (a) assenza di contatto di estremità, (b) presenza di 
contatto di estremità di (contatto che si estende sul raggio di raccordo). 
 
Un'analisi LTCA è quindi necessaria per individuare questo problema e 
valutare la corretta spoglia, fissata la coppia da trasmettere. In particolare, 
nella situazione di Fig. 5.6, per il valore di coppia nominale, la spoglia 
lineare è critica in termini di contatto di testa a differenza di quella 
parabolica. 
Questa interessante differenza è riconducibile due effetti, legati alla 
morfologia della spoglia a parità di Ps e ve: 
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• la spoglia parabolica produce una modifica meno marcata nella parte 
bassa; in tal modo la coppia di denti in presa non di estremità è più 
caricata, 
• la spoglia parabolica implica una diversa pendenza del fianco in 
corrispondenza dell'estremità, il che favorisce un contatto più 
arretrato lungo il profilo. 
 
Contatto nell'intorno del punto di inizio spoglia 
 
Un altro punto critico per la pressione è rappresentato dalla condizione di 
contatto in corrispondenza del punto di inizio spoglia, problematica 
ampiamente discussa in [14]. In particolare, la modifica di profilo lineare 
introduce un'ideale discontinuità di tangenza nel punto di inizio spoglia e 
quindi una locale pressione singolare se si considera la geometria nominale. 
In Fig. 5.8 è riportata la massima pressione di contatto ad ogni 
configurazione di ingranamento. Si nota che, per le condizioni di 
ingranamento in cui il punto di inizio spoglia sia all'interno della zona di 
contatto, i risultati sono fortemente dipendenti dal livello di discretizzazione. 
Come discusso in [14], in pratica, questa condizione è sinonimo di 
singolarità. 
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Figura 5.8 Massima pressione di contatto nel caso in cui la regione di contatto 
comprenda la singolarità e dipendenza della soluzione dal livello di discretizzazione 
 
Nel lavoro [14] tale zona viene modellata con una locale descrizione del 
fianco (fig. 5.9) che elimina la singolarità con considerazioni basate sulla 
geometria rilevata del profilo, ma che comunque mostra un’innalzamento 
della pressione di contatto nel passaggio dell’ingranamento in corrispondenza 
di tale punto caratteristico. 
 
Figura 5.9 Modellazione del reale profilo spogliato linearmente mediante acquisizione 
sperimentale 
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È interessante notare che sperimentalmente [14] vengono individuati 
fenomeni di micropitting in corrispondenza della zona a forte variazione della 
curvatura (fig. 5.10). 
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Figura 5.10 Confronto tra pressione di contatto calcolata con gli strumenti di calcolo 
avanzati lungo il profilo e acquisizione sperimentale del profilo con micropitting 
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Tensione a flessione alla base del dente 
 
Nella presente sezione vengono riportati gli andamenti della massima 
tensione principale sulla superficie del raccordo di fondo dente. 
In Fig. 5.11 gli andamenti vengono riportati operando 
un'adimensionalizzazione delle ordinate. 
In questo caso è stato assunto come riferimento il valore massimo di tensione 
ottenuto con la spoglia lineare e per il carico nominale. 
In Fig. 5.11, si osserva come il massimo valore della tensione principale a 
piede dente sia pressoché lineare con il carico e scarsamente influenzato dalla 
topografia della modifica di profilo. 
(a) (b)  
Figura 5.11 Massima tensione principale a piede dente, (a) denti con modifica lineare, 
(b) denti con modifica parabolica. 
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Errore di trasmissione 
 
Nella presente sezione vengono riportati gli andamenti dell'errore di 
trasmissione misurato in corrispondenza della circonferenza di base. 
In Fig. 5.12 è rappresentato l'errore di trasmissione statico, per le due 
geometrie di spoglia, alle diverse condizioni di momento applicato. 
(a) (b)  
Figura 5.12 Errore di trasmissione: (a) denti con modifica lineare, (b) denti con 
modifica parabolica. 
Si nota come gli andamenti siano fortemente influenzati dalla coppia da 
trasmettere e soprattutto dalla modifica di profilo, mentre i valori medi, siano 
pressoché lineari con il carico e non particolarmente sensibili alla geometria 
della spoglia. 
 








Nel presente capitolo è stata presentata un'estesa campagna di analisi LTCA 
effettuate con accurate simulazioni numeriche. 
Un'analisi delle ipotesi semplificative è proposta in modo da evidenziare i 
limiti dei risultati mostrati. 
Vengono discussi effetti di amplificazione sulla pressione di contatto dovuti 
alla modifica di profilo. 
Un'interessante indicazione è che pressione di contatto e errore di 
trasmissione sono molto sensibili alla topografia della spoglia, mentre forza 
sul dente e stato tensionale a base dente non ne risentono.  
Inoltre viene trattato l'effetto di allargamento del grado di ricoprimento in 
funzione del carico e l'evoluzione della forma della funzione dell'Errore di 
Trasmissione. 
 








[1] E. Manfredi, F. Presicce, C. Santus. “Strumenti software per la 
progettazione di ingranaggi”. Progettare, Ottobre - Novembre - 
Dicembre 2003. 
[2] G. Niemann and H. Winter. “Machinenelemente Band II”, Getriebe 
allgemain, Zahnradgetriebe, Grundlagen, Stirnradgetriebe, Springer-
Verlag, Berlin, 1983. 
[3] J.D. Smith. “Gears and theirs vibration, A Basic Approach to 
Understanding Gear Noise”. The Macmillan Press LTD., 1983. 
[4] V. Kartik, D.R. Houser. “Analytical predictions for the transmission 
error excitation in various multiple-mesh gear-trains”. Proceedings of 
DETC'2003 ASME Design Engineering Technical Conferences and 
Computers and information in Engineering Conferences, 2003. 
[5] R. G. Munro, N. Yildirim, D.M. Hall. “Optimum profile relief and 
transmission error in spur gears”. Proceedings of the First 
International Conference on Gearbox Noise and Vibration, pages 35-
41, 1990. 
[6] D.R. Houser, J. Harianto, N. Iyer, J. Josephson, B. Chandrasekaren. 
“A multivariable approach to determining the ‘best’ gear design”. 
Proceedings of DETC'2000 ASME Power transmission and gearing 
conference, 2000. 
[7] M. Beghini, F. Presicce, C. Santus. “A method to define profile 
modification of spur gear and minimize the transmission error”. 
Proceedings AGMA Fall Meeting, October 2004. In press. 
 
Capitolo 5                                 Simulazioni Loaded Tooth Contact di ingranaggi cilindrici 
 98
[8] M. Beghini, F. Presicce, C. Santus. “Influenza dei disallineamenti 
sulla trasmissione di ruote dentate cilindriche a denti dritti”. 
Congresso ADM-AIAS, Bari. 2004. 
[9] S.M. Vijayakar. “A combined surface integral and finite element 
solution for a three- dimensional contact problem”. International 
Journal for Numerical Methods in Engineering, 31:525-545, 1991. 
[10] K.L. Johnson. “Contact Mechanics”. Cambridge University 
Press, 1985. 
[11] D.A. Hills, D. Nowell, A. Sackfield. “Mechanics of Elastic 
Contacts”. Butterworth Heinemann, Oxford, 1993. 
[12] J.W. Park, J.W. Hwang, Y.H. Kim. “Efficient finite element 
analysis using mesh superimposition technique”. Finite Elements in 
Analysis and Design, 39:619-638, 2003. 
[13] M. Beghini C. Santus. “Analysis of plane contact with 
discontinuous curvature”. International Journal of Mechanical 
Sciences, 2004. In press. 
[14] M. Beghini, G.M. Bragallini, F. Presicce, C. Santus. 
“Influence of the linear tip relief modification in spur gears and 
experimental evidence”. ICEM 12, 2004. Bari. In press. 
 Capitolo 6  Progetto della modifica 






















Il problema della riduzione del rumore e delle vibrazioni negli ingranaggi 
sono oggi obiettivi sensibili per il progettista in quanto essi si traducono 
spesso in indice della qualità della trasmissione nonché in limiti di 
accettabilità del prodotto. Nel caso ad esempio di una trasmissione per 
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propulsione aeronautica, l’impronta acustica al suolo rappresenta un 
problema non indifferente; basti pensare alle limitazioni imposte da alcune 
normative aeronautiche proprio nelle fasi di decollo o atterraggio, critiche per 
la vicinanza ai centri abitati e critiche perché sono segmenti di missione in 
cui i motori sono ai valori di potenza più elevata. 
L’identificazione di un parametro che possa riassumere la principale sorgente 
di eccitazione acustica diventa così prioritaria per poter intraprendere in sede 
di analisi dell’ingranamento un processo di ottimizzazione della dentatura 
stessa [2].  
Nei prossimi paragrafi si mette in evidenza come, moderni approcci di analisi 
dell’ingranamento, permettono, date le entità e le topografie delle modifiche 
di profilo, di determinare l’errore di trasmissione statico, e quindi di poter 
ottimizzare tali modifiche micrometriche del profilo ad evolvente per ridurre 
la principale sorgente del rumore. 
 
Involute roll angle 
 
come si è detto nel precedente capitolo 5, per poter identificare un punto 
lungo il profilo del dente in maniera semplice ed efficace si definisce una 
grandezza chiamata “Involute roll angle”. Nella figura 6.1 è descritta 
schematicamente tale grandezza. 
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Figura 6.1 Involute roll angle 
 
L’angolo θ sotteso all’arco AB è il roll angle del punto Ps e rappresenta 
un’immediata coordinata di riferimento per la descrizione della forma e di 
eventuali modifiche che si vogliono apportare per il corretto funzionamento 
ai denti stessi. L’angolo θ, essendo univocamente determinato per ogni punto 
del profilo ed essendo riferito al sistema centrale assi-corpo ruota, segue 
durante il funzionamento la relativa posizione temporale delle due ruote, cioè 
ad ogni θ corrisponderà un istante di ingranamento. 
 
Modifica di profilo 
 
Per evitare l’interferenza di testa, viene asportato materiale nel senso della 
normale locale all’evolvente nominale, in funzione lineare o parabolica 
(classicamente). Il calcolo dell’ammontare dello scarico necessario era in 
passato basato sull’esperienza o su semplici calcoli, mentre oggi può essere 
fatto in base a simulazioni dettagliate dell’ingranamento. Lo scarico in testa 
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dente è posto normalmente pari alla somma della flessione del dente e del 
massimo errore di divisione tra i denti, ponendosi quindi nella condizione più 
critica; una volta calcolato tale valore si impone generalmente una modifica 
sia in testa che a piede dente, in maniera proporzionale e abbastanza 
arbitraria. Tuttavia si tende ad evitare la modifica al piede dente in quanto 
aumenterebbe il coefficiente di intaglio con un inutile e rischioso aumento 
della sollecitazione flessionale.  








Figura 6.2 - Modifica di profilo linearizzata secondo il roll angle 
 
Al di là del beneficio appena descritto, la modifica di profilo comporta però 
variazioni di direzione di applicazione del carico e fornisce uno scostamento 
sistematico dei punti appartenenti al profilo dalla traiettoria di rotazione pura, 
basti ricordare le definizione di errore di trasmissione a coppia nulla. 
Come visto nel capitolo 5, la variabile più importante nella modifica di 
profilo in testa dente è la distanza misurata sul profilo, in termini di roll 
angle, dal punto in cui si inizia ad asportare materiale fino alla testa del dente. 
Una grande importanza riveste anche la forma della curva che descrive la 
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modifica del profilo; essa può essere lineare o parabolica in funzione del roll 
angle. Gli effetti di tale differenza, descritti in dettaglio nel precedente 
capitolo, sono individuabili nell’andamento della pressione di contatto sul 
fianco del dente come evidenziato nelle figure 6.3 e 6.4 
 
Figura 6.3 impronta di contatto sul fianco del dente in termini di pressione di contatto 
nel caso di modifica di profilo lineare 
 
 




Figura 6.4 impronta di contatto sul fianco del dente in termini di pressione di contatto 
nel caso di modifica di profilo parabolica con il roll angle 
 
Un'altra variabile che influenza fortemente la modifica di profilo è la coppia 
nominale trasmessa; le condizioni ottimali valgono infatti solo ed 
esclusivamente per quella particolare coppia per cui la modifica di profilo 
stessa è stata progettata. Con coppie che si discostano in maniera notevole da 
quella nominale il profilo ottimizzato per il carico considerato potrebbe 
rivelarsi completamente inadeguato in altri regimi di funzionamento. Tutto 
ciò suggerisce al progettista di tenere conto della particolare missione che la 
trasmissione dovrà compiere durante la sua vita operativa e cercare quindi un 
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Definizione delle variabili 
 
Siano θP e θG gli angoli di inizio spoglia rispettivamente del pignone e della 
ruota, ovvero i valori del roll angle a partire dai quali si inizia ad asportare 
materiale. Vengono considerate le variabili fondamentali di progetto, perchè 
la configurazione ottimale sarà cercata facendo variare unicamente questi due 
parametri e mantenendo costanti le altre caratteristiche macrogeometriche. Il 
campo di variazione si estende dal SAP (Start Active Profile) all’EAP (End 
Active Profile) che rappresentano i limiti tecnologici della parte attiva del 
profilo; tali valori assumono chiaramente valori diversi tra la ruota condotta 
ed il pignone. 
Sia ve la quantità di materiale che viene asportata in testa dente. Tale 
grandezza, pur assumendo fondamentale importanza nella determinazione nel 
profilo ottimale, non viene considerata come variabile, ma fissata in sede di 
progetto; essa viene posta uguale alla flessione massima della coppia di denti 
in presa sollecitata dalla coppia nominale [9,10,11,12,13]. 
Qui di seguito sono riportate le figure esplicative delle quantità che sono state 
definite. 
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Figura 6.5 Visualizzazione di ve, θ, EAP, SAP 
Il carico influenza in maniera determinante tutta l’analisi, motivo per cui la 
sua scelta deve essere ben ponderata: chiaramente un ingranaggio sarà 
soggetto a dei carichi variabili con una certa frequenza durante il suo 
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Ipotesi di partenza 
 
Il modello di calcolo utilizzato per l’analisi può essere notevolmente 
semplificato, facendo alcune assunzioni: 
• Condizione di stato piano di deformazione: tale semplificazione è 
suggerita dalla particolare conformazione geometrica dei denti della 
ruota, che presenta un rapporto b/h elevato, essendo b la larghezza di 
fascia e h l’altezza del dente. In questo modo tutti i piani paralleli 
all’asse della ruota sono nelle stesse condizioni di deformazione se 
sufficientemente lontani dalle zone d’estremità dove sono presenti 
effetti di bordo. Dunque se si considera  un piano rispetto a cui 
analizzare il comportamento deformativo non si influenza in maniera 
significativa il comportamento a flessione. 
• Analisi statica: vengono dunque trascurate le forze d’inerzia e gli 
effetti della velocità angolare. 
• Assenza d’attrito: l’analisi è svolta supponendo che le condizioni di 
lubrificazione siano tali da rendere trascurabile il coefficiente 
d’attrito. 
• Geometria nominale delle ruote: vengono trascurati quindi gli errori 
di divisione tra i denti e altri errori di fabbricazione, nella realtà 
inevitabili per ragioni puramente tecnologiche. 
• Modifica di profilo parabolica 
 
Capitolo 6                                   Progetto della modifica di profilo in ingranaggi cilindrici 
 109
 
La massima flessione della coppia di denti in presa, ovvero il valore massimo 
dell’Errore di Trasmissione (εmax ), viene calcolata e posta uguale alla 
quantità di materiale asportata in testa dente. 
ve= deformazione massima del dente sotto carico 
A questo punto tale quantità viene equamente distribuita tra la ruota condotta 
ed il pignone:         
pinion
ev = gearev  
Successivamente si passa ad analizzare le pressioni di contatto lungo l’arco di 
ingranamento per poter evidenziare l’eventuale presenza di contatti di testa, 
secondo questa particolare configurazione della modifica. Come mostrato in 
figura 6.6 potrebbero comparire forti picchi di pressione sia all’inizio che alla 
fine dell’arco di ingranamento, indice inequivocabile della presenza di 
pericolosi contatti di testa. 
 
Figura 6.6 Picchi di pressione all’inizio e alla fine dell’ingranamento 
(andamento della pressione di contatto per diversi istanti di ingranamento) 
 
In tali circostanze è opportuno incrementare sia la quantità in testa dente della 
ruota  per poter evitare il contatto all’inizio dell’ingranamento, sia la quantità 
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in testa dente del pignone per evitare il contatto alla fine dell’ingranamento. 
Come mostrato in figura 6.7 per un opportuno aumento i picchi vengono 
eliminati.  
 
Figura 6.7 Assenza di contatti di testa lungo l’arco d’ingranamento 




ev  vengono fissati e 
mantenuti fissi durante tutte le successive analisi. 
Va sottolineato che la funzione obiettivo è unicamente l’Errore di 
Trasmissione, così come è stato definito precedentemente. In molti lavori in 
passato [15] la funzione obiettivo era determinata dallo sviluppo di Fourier 
dell’Errore di Trasmissione, considerando solo le prime tre armoniche; come 
mostrato nella Figura 6.8. Le prime 3 armoniche potrebbero non costituire la 
parte principale del segnale che riproduce l’ Errore di Trasmissione ed 
inficiare in maniera significativa i calcoli successivi. 
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Figura 6.8 andamento del TE in funzione del tempo e andamento delle serie di Fourier 
che approssimano il TE, a 3 armoniche e a dodici armoniche 
 
Figura 6.9 Decomposizione del Δε con FFT e componenti armoniche del segnale 
 
La ragione principale è che nel punto in cui il contatto passa da una coppia di 
denti all’altra il ε non è una funzione regolare, ovvero non vi è continuità 
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nella derivata prima, motivo per cui il numero di armoniche necessario per 
approssimare la funzione in quel punto tende ad infinito.  
La regione di ammissibilità all’interno della quale ricercare il valore che 
minimizzi il Δε è limitata dalla presenza di configurazioni non accettabili. Per 
particolari combinazioni di θP e θG possono ricomparire i contatti di testa, 
nonostante il ve fosse stato determinato proprio per scongiurare tale 
evenienza; inoltre si presentano casi in cui la modifica della curvatura porta a 
picchi di pressione non accettabili. 
 
Determinazione del problema 
 
Per effettuare l’analisi di ottimizzazione e definire in questo modo il metodo, 
si fa riferimento ad una coppia di ruote identiche con basso grado di 
ricoprimento (GR<2), essenzialmente per semplificare il modello e sfruttare 
la simmetria del problema.  
Analizzando in un primo momento unicamente il Δε, si giunge ai risultati 
mostrati in Fig. 6.10.  
 
Capitolo 6                                   Progetto della modifica di profilo in ingranaggi cilindrici 
 113
 
Figura 6.10 Andamento del Δε 
 
Poiché nel caso considerato il pignone e la ruota condotta hanno lo stesso 
numero di denti, le caratteristiche di ingranamento sono simmetriche rispetto 
alla diagonale del dominio definita dall’equazione: 
θP = θG 
Il minimo assoluto giace quindi su questa diagonale, come mostrato in Fig. 
6.11.  
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Figura 6.11 Simmetria di Δε (θP = θG) 
 
In Fig. 6.12 si mostra anche l’andamento del ε che presenta il minimo Δε. 
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Figura 6.12 FFT per il ε con il minimo Δε 
Si passa dunque ad analizzare il comportamento del minimo. In figura 6.13 è 
mostrato il comportamento del ε al variare di θG, tenendo fisso Pθ = minPθ . 
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Figura 6.13 ε in funzione del tempo al variare di θG  per θp=  θp, min 
 
È importante notare che il comportamento del ε è differente a seconda del 
caso che sia Gθ ≤ minGθ  piuttosto che Gθ > minGθ . Ciò è dovuto al fatto che 
per Gθ ≤ minGθ  la particolare configurazione del profilo causa una 
diminuzione effettiva del ve. asportato in testa dente a causa della 
sovrapposizione delle modifiche di profilo e quindi un’effettiva diminuzione 
della quantità di materiale asportata, che non risulta più sufficiente a 
compensare gli effetti deformativi. Si tratta quindi di configurazioni 
completamente differenti che generano una traslazione globale del profilo 
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come se si introducesse una correzione della dentatura. La Figura 6.14 
illustra nel dettaglio quanto spiegato. 
 
Figura 6.14 Diagramma della spoglia reale: tratteggiata la modifica di profilo in 
cui i punti di inizio spoglia sono consecutivi durante l’ingranamento, continua 
la modifica di profilo che sovrappone l’inizio spoglia pignone e ruota con 
conseguente riduzione dello scarico effettivo 
 
Tali considerazioni introducono dei limiti fisici al dominio di accettabilità in 
quanto tali configurazioni presentano urti di testa. 
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Figura 6.15 Applicazione dei limiti alla regione di ammissibilità 
 
Il minimo Δε può essere trovato lungo la linea che rappresenta il luogo dei 
Roll Angle consecutivi, definito come il luogo degli angoli di inizio spoglia 
che risultano consecutivi durante l’ingranamento, ovvero tali che la modifica 
di profilo totale (comprensiva cioè del pignone e della ruota) non è mai 
interrotta e non ha sovrapposizioni. In questo modo la modifica viene spinta 
al limite della sua efficienza, senza incorrere nel contatto di testa. Dunque, 
una volta imposto il ve, può essere considerata una sola variabile di 
ottimizzazione invece di due, dato che le due variabili sono legate; quindi è 
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sufficiente considerare un solo parametro (θP o θG) nell’analisi di 
ottimizzazione e l’altro è determinato di conseguenza. In queste condizioni 
l’individuazione del Δε minimo, considerando un solo parametro variabile, 
può essere effettuata facilmente con un numero ristretto di simulazioni svolte 
con codici di calcolo avanzati come descritto in [14] poiché, come si deduce 
facilmente dalla Figura 6.15, il minimo è unico nel dominio di riferimento. 
Nella figura 6.16 si mostra il risultato finale di tale procedura. 
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 Capitolo 7  Ottimizzazione della 
modifica di bombatura in ruote 
















Nel presente capitolo si è fatto uso di strumenti software per ottimizzare un 
ingranaggio nel senso della distribuzione della pressione di contatto lungo la 
larghezza di fascia della ruota, in presenza o meno, di errori di fabbricazione, 
di montaggio o di disallineamenti dovuti alle deformazioni sotto carico della 
trasmissione. Infine si mostrano i risultati comparativi con la normativa 
AGMA 2001-C95 in termini di KB (fattore di distribuzione del carico) e KM 
(fattore di montaggio).  
 
 








Definizione della modifica di profilo 
 
Il primo passo è quello di determinare i parametri che definiscono le 
modifiche di profilo. Per determinare tutti i parametri della modifica di 
profilo si è fatto uso dei risultati dei precedenti capitoli 5 e 6 per determinare 
la corretta topografia della modifica di profilo, il totale valore di materiale da 
asportare in testa dente per evitare il contatto di testa e infine i punti sul 
profilo dai quali iniziare ad asportare il materiale per avere un ingranaggio 
con la minima escursione dell’errore di trasmissione. Tutto questo processo 
di ottimizzazione è stato gia ampliamente descritto nei capitoli precedenti per 
lo stesso set di ruote utilizzate nel presente capitolo, per la determinazione 
dei parametri della bombatura: 
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Scelta del campo di variazione della modifica del fianco 
(bombatura) 
 
Definita la forma del profilo si procede a modellare l’intero ingranaggio in tre 
dimensioni, con i rispettivi corpi ruota, come mostrato in figura 7.1. 
 
Figura 7.1 Modello 3D completo dell’ingranaggio 
 
In maniera parametrica quindi si sceglie di modellare la modifica del fianco, 
tenendo conto dello schema in figura 7.2. 
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Figura 7.2 schema di definizione della bombatura fianco dente 
L’equazione scelta per descrivere la bombatura è quadratica mentre il 
massimo valore asportato sulle estremità della fascia viene fatto variare in un 
range opportuno, da una configurazione di assenza di bombatura, ad un 
valore massimo calcolato in maniera tale da compensare le cause di 
disallineamento. Queste possono essere dovute a errori dipendenti dal 
montaggio o dal particolare processo tecnologico o da fenomeni deformativi 
dipendenti dalla coppia. I primi si possono riassumere come:  
- il massimo errore di disallineamento degli alberi e gioco dei 
cuscinetti; 
- il massimo errore d’elica del dente prodotto dal particolare processo 
tecnologico usato; 
Per quanto riguarda l’errore di parallelismo degli alberi, ci si è posti nelle 
condizioni più sfavorevoli di funzionamento, considerando sia il gioco 
radiale ammesso dai cuscinetti, sia dai supporti e centraggi. Si riporta in 
Larghezza di fascia 
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figura 7.3 lo schema semplificato per il calcolo del gioco radiale sui 
cuscinetti. 
 
Figura 7.3 Schema definizione recupero giochi 
Per quanto riguarda l’errore di lead proprio del dente, si è considerato il 
massimo valore tollerato e si mostra nella figura 7.4 la morfologia tipica di 
un tale errore tecnologico: 
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Figura 7.4 Reale posizione dell’asse del dente 
Gli errori dipendenti dalle condizioni di carico sono quelli legati alla 
deformabilità dell’albero. 
Si riporta in figura 7.5 lo schema di carico dell’albero, considerando la 
presenza della ruota ed un albero di sezione equivalente a quello reale. 
 
Figura 7.5 Carico sull’albero porta ruote 
La deformata flessionale dell’albero, essendo la ruota montata in maniera 
simmetrica non indurrà problemi di disallineamento della linea del fianco, ma 
l’aumento dell’interasse reale di lavoro. Questo aspetto influisce sulle 
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prestazioni vibrazionali dell’ingranamento, infatti l’allontanamento delle 
ruote porta i fianchi dei denti in posizioni di contatto reali diverse da quelle 
nominali di progetto. Le modifiche di profilo che sono state ottimizzate in 
funzione della minima escursione dell’errore di trasmissione hanno in queste 
condizioni di carico parametri effettivi diversi da quelli nominali come si 
vede in figura 7.6 
 
Figura 7.6 deformazione flessionale dell’albero porta ruote 
 
 




Figura 7.7 posizione relativa reale dei profili dente, linearizzati con il roll angle 
Il risultato è un aumento del valore dell’escursione massima dell’errore di 
trasmissione. Per rimediare ad un tale inconveniente, si potrebbe in fase di 
ottimizzazione del profilo e una volta stimato il massimo aumento di 
interasse, prevedere un overlapping dei punti di inizio spoglia con riferimento 
alla figura 7.7; ovvero si può nominalmente far partire la modifica di profilo 
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da un punto più basso di una quantità tale da compensare gli effetti di 
flessione calcolati.  
In figura 7.8 è riportato l’andamento della deformazione torsionale della linea 
media del fianco del dente, che invece influisce direttamente sulla uniformità 
della distribuzione del carico sul fianco del dente. 
























Figura 7.8 Calcolo della deformazione del fianco dente 
Il semplice calcolo elastico svolto, è stato poi confermato anche da calcoli 
FEM svolti sul modello dettagliato dell’albero, come riportato nella figura 11 
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Figura 7.9 Verifica FEM della deformazione dell'albero porta ruote 
I singoli contributi calcolati hanno permesso di stimare l’interferenza globale 
d’estremità che può verificarsi durante il funzionamento dell’ingranaggio e 
che dovrà essere compensata da un opportuno scarico di bombatura del 
fianco. Tale valore stimato è il valore medio del range di variazione usato 
nella ottimizzazione. 
Per ogni configurazione di bombatura analizzata si sono considerati le 
seguenti caratteristiche di ingranamento: 
- errore di trasmissione; 
- carico sul dente; 
- pressione di contatto; 
- massima tensione principale a piede dente. 
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Ognuno di questi è stato calcolato come funzione della lunghezza del 
contatto durante un periodo di ingranamento. È stata prima considerata una 
configurazione ideale senza disallineamenti e quindi una configurazione che 
simulasse la peggiore condizione di ingranamento in presenza di massimo 
errore di non parallelismo degli assi; in tale maniera si è indagato il problema 
nei due casi limite di funzionamento e, inoltre, il confronto dei risultati di 
queste due differenti configurazioni, permette di avere una stima più precisa 
di quanto la normativa AGMA 2001-C95 dia con i fattori KB e KM. La scelta 
della bombatura ottima viene fatta imponendo il limite di accettabilità 
introdotto da configurazioni che presentano contatto di testa. Questo 
fenomeno è prodotto quando la regione di contatto include la zona di 
raccordo in testa dente. A causa della forte curvatura e del ridotto arco di 
tempo in cui tale fenomeno si presenta, le sollecitazioni di contatto assumono 
carattere impulsivo. Sebbene le ruote siano state ottimizzate per evitare il 
contatto di testa, come si è detto nel presente paragrafo, per configurazioni 
con disallineamento, tale fenomeno può ripresentarsi a causa della riduzione 
del valore di scarico effettivo introdotta dall’errore d’elica. Se la bombatura 
non è efficace non riesce a compensare tale riduzione portando in contatto le 
teste dei denti. Nelle figure 10 si mostra uno studio FEM dettagliato del 
contatto di testa. 
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Figura 7.10 studio FEM del contatto di testa 
 








Si riportano di seguito gli andamenti della massima pressione di contatto, 
della massima tensione principale e dell’escursione dell’errore di 
trasmissione rilevati su un intero passo di ingranamento per valori variabili di 
bombatura sul pignone e sulla ruota. 
Le bombature sono state divise in 5 livelli, in funzione del valore di materiale 
asportato sulle estremità di fascia dente e precisamente variano da un livello 
0 a cui corrisponde un fianco non bombato ad un livello 4 di massima 
bombatura. Le configurazioni totali analizzate sono 25. La prima analisi è 
stata svolta imponendo una geometria nominale esente da difetti di lead e per 
condizioni nominali di coppia dell’ingranaggio. 
 




Figura 7.11 mappe della pressione di contatto, della sollecitazione a piede dente e del Δε 
in funzione dei livelli di bombatura analizzati 
Sono evidenti gli effetti negativi che la presenza della bombatura provoca 
sulle sollecitazioni e sulle prestazioni di ingranamento. Per quanto riguarda la 
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pressione di contatto si nota l’effetto della riduzione di fascia efficace 
introdotto dalla bombatura via via crescente, mentre è interessante notare 
come per le configurazioni senza bombatura la pressione di contatto sul 
fianco del dente non assume il valore minimo; questo fatto è da imputare agli 




Figura 7.12 andamento della pressione di contatto lungo la larghezza di fascia in ruote 
non bombate e dettaglio degli effetti di bordo 
 
La massima tensione principale a piede dente assume valori crescenti per 
livelli di bombatura crescenti, come è da aspettarsi data la dipendenza lineare 
della tensione dalla larghezza di fascia. L’escursione dell’errore di 
trasmissione invece si mantiene circa costante per bassi livelli di bombatura 
sia del pignone, sia della ruota, per poi crescere non linearmente. Questo 
Effetti di bordo 
LARGHEZZA DI FASCIA 
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andamento si spiega osservando che nella deformazione totale del singolo 
dente entrano in gioco anche effetti di non linearità introdotti dal contatto. 
È stata condotta quindi l’analisi dell’ingranamento tenendo conto dei 
disallineamenti calcolati. Per quanto riguarda la massima pressione di 
contatto rilevata sul fianco del dente durante un passo di ingranamento si 
osserva l’effetto della sovra-sollecitazione dovuto all’interferenza 
d’estremità, che si presenta per livelli di bombatura bassi. Si raggiunge un 
minimo della pressione per un valore ottimale di bombatura; da tale livello di 
bombatura in poi la sollecitazione di contatto ricomincia a crescere a causa 
della eccessiva riduzione di fascia e di curvatura raggiunta sul fianco. 
La sollecitazione a piede dente segue l’andamento lineare del caso in assenza 
di errori di disallineamento, mentre per quanto riguarda l’escursione 
dell’errore di trasmissione si nota un miglioramento globale rispetto alla 
precedente analisi; infatti la bombatura trasversale si ripercuote a confronto 
con il contatto lineare (assenza di bombatura) e ad una distribuzione 
uniforme della forza sulla fascia, in modo sfavorevole sul rumore, poiché il 
carico nel centro della fascia del dente porta a maggiori deformazioni (caso 
senza disallineamenti). Se però con la convessità si evita una portanza su un 
solo lato, e quindi deformazioni maggiori all’estremità del dente, si attenua in 
tal modo l’incremento del Δε; questo vale in particolare se le deformazioni 
degli alberi sono la causa di una distribuzione irregolare della forza. La 
bombatura va quindi scelta nella grandezza che è appunto necessaria alla 
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Figura 7.13 Mappe della pressione di contatto, della sollecitazione a piede dente e del Δε 
al variare dei livelli di bombatura in presenza di disallineamento degli assi ruota 
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Applicando il limite di accettabilità rappresentato dal fenomeno del contatto 
di testa dente alla mappa della pressione di contatto sia senza disallineamento 
sia in presenza di disallineamento, si è cercata la configurazione di ottimo 
che inoltre presenti la minima escursione dell’errore di trasmissione nel 
dominio di accettabilità. 
CP CPdis  
Figura 7.14Mappe della pressione di contatto in assenza (a sinistra) e in presenza di 
disallineamenti (a destra) con definizione del limite di non accettabilità dovuto ai 
contatti di testa al variare dei livelli di bombatura 
Livelli bomb ruota 
Livello bombatura pignone 
Zona di non accettabilità Zona di non accettabilità 
Livello bombatura pignone 
Livelli bomb ruota 
Livelli bombatura OTTIMA 
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Figura 7.15 definizione della configurazione di ottimo in termini di minimo Δε tenendo 
conto del limite di accettabilità 
come si vede in figura 7.14 e 7.15 la minima escursione dell’errore di 
trasmissione corrisponde con il livello 3 di bombatura della ruota e livello 0 
del pignone, il che corrisponde a bombare solo una delle ruote che 
compongono l’ingranaggio. Tale configurazione è sul limite di accettabilità 
oltre il quale cominciano effetti di contatto di testa; inoltre in tale 
configurazione la pressione di contatto massima rilevata sul fianco è la 
minima calcolata nell’intero dominio di variazione delle bombature. 
Si riportano quindi i risultati delle analisi nelle condizioni ruote non bombate 
non disallineate, ruote non bombate disallineate, ruote con bombatura 
ottimale non disallineate e infine ruote con bombatura ottimale disallineate. 
Configurazione con la minore escursione 
dell’errore di trasmissione 
 




Figura 7.16 Risultati grafici del processo di ottimizzazione 
Infine si è confrontato il rapporto tra, la massima tensione principale ottenuta 
con il modello 3D in assenza di bombatura in configurazione di 
disallineamento e quella ottenuta in un modello 2D, con il fattore di 
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Come si vede esiste una sovrastima della normativa AGMA del 10% sugli 
effetti che i disallineamenti dovuti a imprecisioni di montaggio, errori 
tecnologici o errori di elica propri del dente hanno sulla uniformità 
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L’analisi di un ingranamento che intende essere il più possibile fedele alla 
realtà deve necessariamente tener conto di fenomeni dinamici.  
Infatti a causa di forze inerziali il comportamento effettivo delle ruote dentate 
è differente da quanto prevedibile con una semplice analisi statica, in 
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particolare a causa delle vibrazioni variano grandezze fondamentali quali il 
carico sul dente, la tensione massima di bending a base dente e l’errore di 
trasmissione. Questi aspetti sono particolarmente importanti per gli 
ingranaggi aerospaziali, tipicamente soggetti a velocità di rotazione molto 
elevate. 
D’altronde, bisogna tener presente che il problema dinamico 
dell’ingranamento è molto complesso in quanto il sistema in esame è 
costituito da due ruote deformabili in contatto tra loro, la possibile perdita del 
contatto implica l’insorgenza di fenomeni non lineari che rendono ancor più 
difficile il già complesso studio della dinamica di corpi deformabili.  
Volendo essere molto accurati, bisognerebbe anche tenere in conto questioni 
di attrito e lubrificazione che, data la complessità del problema, non sono 
praticamente mai stati considerati accuratamente in alcun modello 
matematico della dinamica. 
Per queste ragioni storicamente sono stati sviluppati diversi modelli che 
hanno cercato di carpire l’essenza fisica del problema e nel contempo offrire 
una formulazione matematica relativamente semplice. Di seguito si descrive 
invece il metodo di calcolo del codice CALYX in modalità dinamica. 
La larghezza della zona di contatto nelle tipiche applicazioni è due ordini di 
grandezza più piccola delle dimensioni del dente stesso e questo 
richiederebbe in un modello agli elementi finiti classico una mesh molto fine 
in tale zona. La posizione della zona di contatto inoltre cambia durante 
l’ingranamento. Questo significa che l’utilizzo di metodi agli elementi finiti 
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richiederebbe di ridefinire la mesh molto accurata nella zona di contatto per 
ogni istante di ingranamento studiato. Il modello divide la ruota in un “campo 
vicino” alla zona di contatto ed in un “campo lontano” dalla zona di contatto. 
Il metodo agli elementi finiti è usato per calcolare le deformazioni relative e 
gli stress per i punti nel “campo lontano” e una soluzione semianalitica di 
contatto basato sulla soluzione di Boussinesq-Cerruti viene usata per i punti 
nel “campo vicino” alla zona di contatto. 
Questo approccio non richiede una rifinitura molto accurata della mesh nella 
zona di contatto, riducendo il costo computazionale se comparato con quello 
dei metodi FE classici, che possono essere così utilizzati, limitatamente e con 
difficoltà, alle sole analisi statiche. 
Perciò tale metodo permette di capire meglio il comportamento dinamico 
degli ingranaggi in diverse condizioni di ingranamento e per diverse 
geometrie. 
 
Capitolo 8                                                         Generalità sulla dinamica dell’ingranamento 
 147
 
Figura 8.1 modello Calyx e discretizzazione agli elementi finiti 
 
Le superficie del dente sono modellate da un grande numero di nodi che 
descrivono il profilo ad evolvente e le eventuali modifiche di profilo. Il 
modello illustrato in Fig.8.1 dimostra che tale metodo non necessità nessun 
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infittimento della mesh nelle vicinanze delle zone di contatto e per ogni 
posizione di contatto.  
Un sistema di riferimento è solidale al pignone e alla ruota, e il calcolo agli 
elementi finiti sono fatti in maniera indipendente per i due corpi. 
La rigidezza di ingranamento e le forze di contatto sono valutate 
internamente al codice per ogni istante di ingranamento. Le condizioni di 
contatto sono gestite come disuguaglianze lineari la cui soluzione è ottenuta 
tramite un solutore rivisto del Simplesso. L’analisi di contatto determina le 
condizioni di contatto tra il pignone e la ruota, ad ogni istante di 
ingranamento. In assenza di moto rigido, il vettore di spostamento calcolato 
agli elementi finiti xfi , per la ruota i, soddisfa il sistema lineare di equazioni 
differenziali  
 
dove ffi è il vettore dei carichi esterni. 
Il modello di smorzamento di Raileigh, è qui usato nella forma 
 
dove μ e η sono coefficienti costanti. Se si considera il moto del corpo 
rigido e se si rappresentano i gradi di libertà del corpo rigido con il 
vettore xir allora si può scrivere la 1 nella seguente forma 
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le equazioni per il pignone (i=1) e la ruota (i=2) sono considerate 
insieme nella equazione matriciale di moto per il sistema 
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È stato preso in esame un ingranaggio cilindrico a denti dritti, composto da 
due ruote aventi lo stesso numero di denti, con un interasse di lavoro di 140 
mm. L’analisi è stata condotta, considerando una coppia applicata al pignone 
di 300Nm, in un range di velocità compresa tra i 50 e 12000 RPM. La 
modifica di profilo è stata ottimizzata secondo quanto descritto 
dettagliatamente in [8]. 
 
Figura 8.2 dimensioni caratteristiche della modifica di profilo 
In particolare, la massima entità di materiale asportato in testa dente è pari a 
ve=23μm, per poter evitare il contatto di testa in condizione di deformazione 
sotto carico dei denti. Per quanto riguarda i punti del profilo da cui si inizia 
ad asportare il materiale, è stata applicata la procedura descritta in [8]. 
 
Capitolo 8                                                         Generalità sulla dinamica dell’ingranamento 
 151
 
Figura 8.3 riduzione dell'Errore di Trasmissione, al variare del punto di inizio spoglia 
di una delle due ruote 
 
Secondo tale regola, mediante l’utilizzo del codice Helical3D, in modalità 
statica, è possibile raggiungere la configurazione ottimale dei punti di inizio 
spoglia pignone-ruota nel senso della minima escursione dell’Errore di 
Trasmissione Statico (εs), indice largamente riconosciuto della rumorosità di 
un ingranaggio. 
In questo caso i punti di inizio spoglia per pignone e ruota sono stati 
individuati nei seguenti valori 
Θp=Θg=23.75° 
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Dove Θp e Θg sono le coordinate angolari che descrivono il profilo ad 
evolvente. 
 
Figura 8.4 configurazione di ottimo in termini di minimo Δε 
 
In questo studio la legge con cui asportare il materiale è stata lasciata come 
variabile in maniera da meglio capire qual è la risposta dinamica 
dell’ingranamento e seconda che questa sia lineare o parabolica. 
Un’altra variabile inserita in questo studio è la presenza o meno di un errore 
tipico di divisione su uno dei denti analizzati. 
 




Modulo normale m 1.75 mm 








Interasse  a 140 mm 
Diametro di base Db 135.6 
Coppia al pignone Mt 300 Nm 
 
 





Le ruote possiedono una loro massa e i rispettivi momenti di inerzia. I 
coefficienti di smorzamento di Raileigh sono μ=479 e η=1.4(10)-7 , in 
maniera che lo smorzamento sia circa 1%. 
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Per raggiungere le condizioni stazionarie di funzionamento, ogni analisi è 
stata condotta in 4 intervalli temporali. Nel primo, il sistema viene portato 
alla velocità desiderata (rampa di velocità) in un numero relativamente 
piccolo di passi temporali ma con una discretizzazione dell’ingranamento 
grossolana (25 archi di ingranamento e 8 passi temporali per ogni arco di 
ingranamento). Un secondo stadio di simulazione è stato condotto, 
mantenendo la velocità costante per poter superare il transitorio (30-50 archi 
di ingranamento con 20 passi temporali per ogni arco di ingranamento), 
seguito da un più rifinito terzo stadio (25 archi di ingranamento e 50 passi 
temporali per ogni arco di ingranamento). Lo stadio finale è composto da un 
passo temporale molto piccolo (4 archi di ingranamento per 128 passi 
temporali per ogni arco di ingranamento) per catturare tutti i moti dinamici al 
desiderato livello di dettaglio. Questa sessione finale di dati è stata usata per 
estrarre il comportamento stazionario di 4 archi di ingranamento completi. 
I risultati riguardano i seguenti casi di analisi: 
• ruote nominali, modifica di profilo lineare, 50-12000 RPM 
• ruote nominali, modifica di profilo parabolica, 50-12000 RPM 
• ruote con presenza di errore di passo, modifica di profilo lineare, 50-
12000 RPM 
• ruote con presenza di errore di passo, modifica di profilo parabolica, 
50-12000 RPM  
le storie temporali del Carico di ingranamento Dinamico DMF(t) sono state 
ottenute per ognuna delle configurazione e per ogni velocità di ingranamento. 
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È stato calcolato il fattore dinamico in funzione di ogni istante di 
ingranamento e per ogni valore di velocità di ingranamento, utilizzando la 
seguente regola: 
DF(t)=DMF(t)/(SMF)max 
Dove SMF non è altro che il Carico di ingranamento Statico. 
Nei seguenti grafici sono riportati il DMF(t)/(SMF)max e il SMF(t)/(SMF)max, per 
ogni configurazione analizzata, in funzione degli istanti di ingranamento e 
per le velocità di 4800 RPM e 10000 RPM. 
 
 












Figura 8.6 DF(t) e SMF(t) per modifiche di profilo parabolica a)@4800 RPM, 
b)@10000 RPM 
 
nelle seguenti figure invece si considera un errore di divisione tra i denti di 
0.005 mm, in corrispondenza del dente indicato 
 
 




Figura 8.7 DF(t) e SMF(t) per modifiche di profilo lineari ed errore di passo su un 
dente a)@4800 RPM, b)@10000 RPM 
 
 




Figura 8.8 DF(t) e SMF(t) per modifiche di profilo paraboliche ed errore di passo su un 
dente a)@4800 RPM, b)@10000 RPM 
 
a corredo dei risultati forniti è possibile trarre conclusioni innovative. 
Innanzitutto è possibile notare un diverso comportamento dinamico della 
forza trasmessa sul dente per le due velocità analizzate. A 4800 RPM si nota 
che il carico dinamico supera il valore 1 in corrispondenza degli istanti di 
ingranamento in cui vi è solo una coppia di denti in presa, mentre a 10000 
RPM lo stesso effetto si ha solo in corrispondenza dei punti caratteristici 
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dell’ingranamento LPSTC (Lowest Point of Single Tooth Contact) e HPSTC 
(Highest Point of Single Tooth Contact) nelle condizioni geometriche 
nominali. Per quanto riguarda le condizioni con presenza di errore di 
divisione di un dente, l’effetto appena descritto permane per le due differenti 
velocità di ingranamento, ma si aggiunge un'altra considerevole differenza. 
Mentre infatti a 4800 RPM è il dente con l’errore di divisione che viene 
sovraccaricato e i successivi presentano un fattore dinamico minore di 1, a 
10000 RPM il dente con errore di divisione si scarica notevolmente, per poi 
sovraccaricare i denti successivi in ordine di ingranamento. 
I risultati appena riportati sono utili in fase di progetto perché le sollecitazioni 
a piede dente e le sollecitazioni di contatto possono essere calcolate di 
conseguenza una volta noti i carichi agenti sul profilo di ogni dente. Tale 
analisi può essere fatta per ogni velocità di ingranamento considerata. Nella 
figura 8.9 infatti si riportano i valori DF=(DMF)max/(SMF)max calcolati per ogni 
valore di velocità di ingranamento e per ogni configurazione analizzata. 
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DF(CALYX) lineare no space
DF(CALYX) parabolic no space
 
Figura 8.9 andamento dei (DF)max in funzione della velocità di ingranamento per ogni 
configurazione analizzata 
 
si nota come in generale il Fattore di Carico Dinamico (DF) calcolato per 
modifica di profilo parabolica raggiunge un valore massimo sempre inferiore 
a quanto calcolato per le modifiche di profilo lineari, sia in condizioni di 
assenza di errore di divisione, sia in condizioni di presenza di errori di 
divisione in corrispondenza di un dente. 
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Chiaramente grande importanza riveste la sperimentazione che necessita di 
opportuni banchi prova (progettati per avere un “isolamento dinamico” delle 
ruote in prova) e strumenti di rilevazione per ottenere dati in output. 
 
 
Approccio delle Normative ISO e AGMA 





Entrambe le normative più importanti (ISO e AGMA) trattano il problema 
dinamico in maniera molto semplice mediante l’introduzione di un fattore 
correttivo Kv nella formula di Lewis (8.1).  
Il fattore Kv esprime il rapporto tra la massima sollecitazione a piede dente 






σ=  (8.1) 
E’ importante sottolineare come le normative valutino questo coefficiente 
correttivo in modo molto approssimativo, infatti esse stesse presentano tra 
loro una forte discrepanza nella sua valutazione. 
La normativa AGMA 2101-C95 (normativa americana) prevede una formula 
puramente empirica [18], il fattore correttivo è funzione della velocità 
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5.0200  (8.2) 
In cui A e B sono funzioni della geometria dell’ingranaggio (modulo, numero 
di denti, angolo di pressione e massimo errore di passo). 
E’ evidente che la formula (8.2) prevede un andamento di Kv 
monotonicamente crescente con il numero di giri e privo di picchi, vengono 
quindi trascurati tutti gli effetti di risonanza. 
La normativa ISO 6336-B (europea) è più articolata e si basa su una semplice 
modellizzazione dell’ingranaggio in un sistema lineare massa-molla-
smorzatore corretta con vari fattori empirici, a differenza del metodo AGMA 
questo approccio consente di stimare una frequenza di risonanza. 
Seguendo la normativa ISO, il fattore Kv è viene espresso come funzione del 
rapporto di risonanza, ossia del rapporto tra il numero di giri ed il numero di 
giri per cui si ha risonanza. 
In fig. 8.10 sono mostrati degli esempi di valori del fattore correttivo Kv 
calcolati con le due normative 
 
 





































Figura 8.10 Valori del fattore dinamico previsto dalle normative  
 
E’ evidente, osservando la forte discrepanza tra i valori del fattore correttivo 
valutato con le due normative, che il problema dinamico viene trattato dai 
regolamenti in maniera molto approssimativa, questo implica la necessità di 
adottare abbondanti coefficienti di sicurezza in fase di progettazione. 
Tutto questo può risultare inaccettabile qualora si vogliano trattare ingranaggi 
ad alte prestazioni, per i quali è auspicabile, considerando gli attuali 
strumenti di analisi, l’impiego di metodi di valutazione più accurati 
 
 







Col fine di avere a disposizione dei parametri utili per la progettazione, 
vengono introdotti dei fattori dinamici che rappresentano la generalizzazione 
del fattore Kv previsto dalle normative.  
Il fattore dinamico di mesh force, DFmf, è definito come il rapporto tra la 
massima forza dinamica scambiata in un ciclo di ingranamento tra le ruote e 






)(=  (8.3) 
Il fattore dinamico di tooth force, DFtf o più semplicemente DF, è il rapporto 
tra la massima forza dinamica agente sul dente in un ciclo e la massima forza 









TF=  (8.4) 
Il fattore dinamico di stress force rappresenta il fattore più importante da 
valutare dal punto di vista progettuale, coincide con il fattore Kv previsto 
dalle normative già discusso nel precedente paragrafo. 
 
 








σ ==  (8.5) 
E’ importante osservare che tutti questi fattori sono funzione della velocità di 
rotazione dell’ingranaggio, in quanto per una certa velocità si ha un certo 
andamento delle grandezze in gioco e quindi è definito, per ogni grandezza, 
un massimo per ciclo. 
 





Il problema delle eccessive emissioni acustiche è molto sentito 
nell’ingegneria moderna, è quindi opportuno che anche le gear box siano 
progettate con un occhio di riguardo a questo tema. L’origine della 
rumorosità degli ingranaggi è da ricercarsi nelle vibrazioni dovute,a loro 
volta, a variazioni nel tempo della forza agente tra le ruote ingrananti [2]. 
In particolare sono importanti le variazioni nel tempo del modulo, della 
direzione e della posizione del vettore forza. Poiché per le comuni ruote 
dentate ad evolvente la direzione e la posizione della mesh force variano 
molto poco, sono le variazioni del modulo della forza trasmessa a fungere da 
eccitazione per le vibrazioni. 
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La misura delle vibrazioni di un ingranaggio viene fornita tramite l’errore di 
trasmissione dinamico εd, pensando in analogia un più semplice sistema 
massa-molla-smorzatore è intuibile come ad oscillazioni dell’errore di 
trasmissione siano associate le oscillazioni della forza dell’ingranamento. 
L’errore di trasmissione è in generale dovuto a modifiche di profilo, 
deformazioni sotto carico ed effetti dinamici. 
Variazioni nella forza dell’ingranamento si ripercuotono all’esterno 
dell’ingranaggio in termini di oscillazioni di forze sui supporti degli alberi 
che sostengono le ruote dentate, da qui le forze si trasmettono alla struttura 
esterna che quindi vibra a sua volta generando il rumore. Risultati 
sperimentali [2,9] hanno mostrato che la quantità di rumore emesso è legato 
alle ampiezze delle oscillazioni, in questa ottica viene introdotto il Δεs (peak 
to peak transmisison error). Per definizione il Δεs è pari alla differenza tra 
valor massimo e minimo assunti, in un ciclo di ingranamento, dall’errore di 
trasmissione. 
minsmaxss
εεε −=Δ  (8.6) 
Come εs, il Δεs a seconda della necessità può esser misurato in unità angolari 
o in unità di lunghezza. 
Per quanto detto, il progetto di un ingranaggio mirato alla riduzione delle 
emissioni acustiche può essere realizzato minimizzando il Δεs, come è stato 
fatto nel recente passato limitatamente al caso statico [8,9]. 
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Considerate, nel precedente capitolo, la complessità del problema dinamico e 
i lunghi tempi di calcolo richiesti per una simulazione dinamica con software 
ibrido viene qui proposto e sviluppato un modello finalizzato alla 
simulazione dinamica dell’ingranamento di due ruote cilindriche in 
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condizioni di banco (ipotesi di rigidezza infinita dei supporti e spostamenti 
nulli in direzione assiale). 
Il modello è concepito con l’intento di tener conto sia della deformabilità 
elastica delle ruote che dei fenomeni non lineari legati al contatto col fine di 
avere dei risultati non falsati da ipotesi troppo restrittive come accadeva in 
alcuni vecchi modelli che, a causa delle limitate capacità computazionali 
allora adoperabili (non erano disponibili codici ibridi e le potenze di calcolo 
erano molto più basse di adesso), trascuravano le non linearità e/o tenevano 
in conto delle deformazioni in maniera eccessivamente approssimativa. In tal 
senso il modello presentato, riprende il modello proposto in [1] ma rispetto 









Si discretezza il sistema costituito dall’ingranaggio con una insieme di 
elementi “semplici” come mostrato in fig. 9.1. Le ruote dentate sono 
schematizzate come dei dischi infinitamente rigidi, di raggio pari al raggio di 
base della ruota dentata relativa, vincolate a ruotare intorno al loro asse 
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centrale e soggette alla coppia (costante nel tempo) di esercizio; con questa 
schematizzazione il modello è a due gradi di libertà (le posizioni angolari dei 
due dischi). L’ingranamento è simulato con una molla, uno smorzamento, un 
vincolo di backlash ed una eccitazione esterna pari all’errore di trasmissione 
statico, εs(t), disposti lungo la linea di azione, che è la linea lungo cui agisce 
la risultante delle forze scambiate tra le due ruote. 
L’eccitazione esterna εs(t) è espressa in termini di spostamento e tiene in 
conto, per definizione stessa di errore di trasmissione statico, dei movimenti 
dell’ingranamento, dovuti alla presenza delle modfiche di profilo e delle 
deformazioni sotto carico di tipo flessionali e non lineari di contatto. 
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La rigidezza dell’ingranamento viene valutata mediante l’inserimento di una 
molla con costante elastica variabile nel tempo, tale variabilità è originata da 
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coppie di denti in presa, però, non è questo l’unico fattore che determina la 
rigidezza dell’ingranamento.  
Nel presente modello, si valuta la rigidezza in base alla sua stessa definizione 
di rapporto tra forza e deformazione in condizioni statiche.  
La rigidezza è dovuta agli effetti deformativi locali delle azioni di contatto e 
all’azione flessionale sotto carico del dente. Per caratterizzare la rigidezza, ci 
si riconduce sempre all’analisi statica con il codice Helical3D per la 








δ=                                                                         (9.1) 
Tale forma della rigidezza permette di eliminare l’indeterminazione presente 







εε −=                                                             (9.2) 
Le due formule differiscono in quanto la 9.1 rappresenta il modulo tangente 
della curva deformazione - carico, mentre la 9.2 il modulo secante.  
ε0(t), come già descritto, rappresenta l’errore di trasmissione statico a carico 
nullo. 
È evidente che se idealmente si facessero ingranare due ruote, con modifiche 
di profilo, a carico nullo, inevitabilmente in condizioni dinamiche si 
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svilupperebbero dei sovraccarichi diversi da zero. Cosa che non sarebbe 
idealmente vera in ruote senza modifiche di profilo. 
Il modello in [1] in condizioni di coppia nulla, presenterebbe una rigidezza 
indeterminata; ciò è fisicamente non possibile, visto che la rigidezza di un 
corpo è una proprietà intrinseca del materiale. 
Nel modello proposto invece in condizioni di coppia nulla, la rigidezza 
sarebbe comunque diversa da zero, dal momento che dipende dal rapporto 
incrementale della coppia sulla deformazione. In pratica a carico nullo 
l’errore di trasmissione è univocamente determinato perchè è nota la 
geometria delle modifiche di profilo e per una coppia T=T+δT, per T=0, il 
termine δT è noto, quindi è nota la k(t)  
L’errore di trasmissione statico εs(t) risulterà necessario come dato di input 




Il vincolo di backlash viene introdotto nell’ingranamento con l’intento di 
simulare la possibile perdita di contatto dei denti ingrananti, quindi a questo 
elemento sono associati i fenomeni non lineari dell’ingranamento. 
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Figura 9.2 Dettaglio del vincolo di backlash in serie con una molla 
 
Il vincolo di backlash, in pratica, è tale che per un certo range di valori di x(t) 
rende nulle le forze trasmesse lungo il vincolo; poiché il vincolo è disposto in 
serie con la rigidezza, il backlash simula che, qualora si abbia perdita di 
contatto tra i denti (contact loss), le forze elastiche dell’ingranamento si 
annullano. Inoltre viene tenuta in conto la possibilità di avere backside 
contact, cioè l’eventualità che, a causa di effetti dinamici coppie di denti 
entrino in contatto dal lato opposto rispetto quello agente in condizioni 
statiche. In un ingranaggio funzionante in condizioni “normali” x(t) è 
maggiore o uguale a zero, in queste condizioni il vincolo è tale da non 
comportare alcun effetto aggiuntivo rispetto ad una normale molla. 
Il backlash si esprime matematicamente sostituendo nella valutazione delle 






























b si misura in unità di lunghezza, esso è pari all’angolo di cui, tenendo fissa 
una ruota, deve ruotare l’altra per passare dalla condizione di contatto su un 
fianco del dente alla condizione di contatto sul fianco opposto, come 
mostrato in fig. 9.3. 
Con riferimento alla fig. 9.3, per passare da a) a b), tendendo fissa la ruota 2, 
si fa ruotare la ruota 1 di un angolo opportuno in modo da avere contatto fra i 
fianchi dei denti; b è pari all’angolo di rotazione richiesto per il raggio di 
base 
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Figura 9.3 Definizione grafica del gioco normale sul fianco del dente “b” 
 
E’ molto importante sottolineare che per necessità di semplicità di modello si 
ipotizza che il valore b sia costante e pari al valore relativo a geometria non 
deformata. Questa assunzione è parzialmente giustificata dal fatto che quando 
il vincolo agisce non si hanno forze elastiche nell’ingranamento e quindi 
l’azione statica non comporta deformazioni, d’altra parte non è del tutto 
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escludibile a priori che, in regime di contact loss, si possano avere piccole 
deformazioni dovute a forze dinamiche che modificano il valore di b effettivo 
rispetto quello valutabile con geometria rigida (infatti quando si ha perdita di 





In una modellazione realistica è necessario tener conto in qualche modo delle 
varie cause di dissipazione presenti in un ingranaggio in condizioni 
dinamiche: smorzamento interno del materiale, resistenza fluidodinamica 
dovuta al lubrificante presente nella gear-box, perdite di energia cinetica in 
seguito ad urti agenti in regime di contact loss, ecc…  
E’ evidente la notevole complessità nel tener conto in maniera accurata di 
tutti questi fenomeni, il presente modello intende riassumere i vari aspetti 
dissipativi mediante l’introduzione di un elemento smorzatore agente 
parallelamente alla molla. Il problema di questo approccio è la difficoltà di 
determinazione del coefficiente di smorzamento c. Non viene posto un 
vincolo di backlash in serie con lo smorzatore, ciò è dovuto al fatto che, in 
regime di contact loss, benché venga meno lo smorzamento interno del 
materiale, permangono gli effetti dovuti a resistenza fluidodinamica e si 
aggiungono perdite dovute ai continui urti legati alla ripresa del contatto. 
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Su base di modelli simili già sviluppati [1], si pone un valore dello 
smorzamento in relazione dello smorzamento critico 
meqkmc ξ2=  (9.4) 
Per ξ stima un valore di primo tentativo pari a 0.01 come quanto riportato in 
[1] considerando ingranaggi di materiali simili a quelli considerati in questo 
studio 
Dove meq è una massa equivalente di un modello ad un solo grado di libertà e 
km è un valore medio della rigidezza. 
Data la scarsa accuratezza nella stima di c sarà importante, a modello 
sviluppato, effettuare una analisi di sensibilità dei risultati al variare della 
costante di smorzamento in modo da valutare l’affidabilità della soluzione. 
Successivamente si implementa un modello semiempirico proposto da Gerber 
nel 1984 in cui il coefficiente di smorzamento dipende dalla velocità 
periferica, dall’interasse di montaggio e dalla viscosità del lubrificante. 
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Sviluppo delle equazioni del modello 
 
 
In fig. 9.4 è mostrato uno schema delle forze agenti sui dischi del modello 
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Per l’equilibrio dinamico dei dischi: 
1111 )( θ&&IrtDT MF =+  
2222 )( θ&&IrtDT MF =+  
(9.5) 
La forza dinamica nell’ingranamento, DMF(t), è data da: 
[ ] ))()()(()()()()()( 22112211 ttrtrcttrtrgtktD ssMF εθθεθθ &&& −+−−+−=  (9.6) 
Inserendo la (9.6) nelle (9.5) si ottiene un sistema di due equazioni 
differenziali non lineari del secondo ordine le cui incognite sono le 
coordinate angolari dei due volani, la funzione g[x(t)] è descritta da (9.3). 
Naturalmente è una possibilità praticabile quella di risolvere numericamente 
questo sistema, tuttavia per ottenere un modello più leggero è opportuno 
passare ad una sola equazione differenziale effettuando il cambiamento di 
variabili mostrato di seguito.  
Si pone come unica coordinata: 
)()()()()()( 2211 ttttrtrtx sds εεεθθ −=−+=  (9.7) 
























Da cui, usando la (9.7), si ottiene: 
 





















































IItD sMF ε&&&&  (9.10) 
Dal punto di vista fisico l’equazione (9.9) mostra come la DMF sia composta 
da due termini ben distinti. Vi è un termine inerziale, costituito dalle derivate 
seconde di x(t) e di εs(t), che tiene in conto delle variazioni della mesh force 
dovute alle accelerazioni dei volani e della perturbazione introdotta 
dall’errore di trasmissione sotto carico. 
Anche in questo caso il modello proposto si differenzia da quello proposto in 
[1] in cui la forzante del sistema non è εs ma ε0. In realtà sotto carico non è 
possibile trovare una spiegazione sull’utilizzo dell’errore di trasmissione a 
carico nullo, che per sua definizione stessa ha senso solo come 
caratterizzazione geometrica e cinematica dell’ingranamento. 
L’altro termine, costante nel tempo, è dovuto alle coppie agenti sugli 
ingranaggi, questo costituirebbe l’unico contributo che si avrebbe in una 
analisi statica dell’ingranamento e riproduce di fatto la SMF.  
Tramite (9.5) e (9.6) la forza nell’ingranamento può anche venir scritta come: 
[ ] )()()()( txctxgtktDMF &−−=  (9.11) 
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Eguagliando le due espressioni (9.10) e (9.11) si ottiene infine l’unica 
equazione differenziale che descrive il comportamento dinamico del sistema 




















rTmF ee  
(9.13) 
Fe e me sono rispettivamente la forza e la massa che agirebbero in un sistema 
equivalente massa-molla-smorzatore (monodimensionale) il cui spostamento 
sarebbe descritto dalla coordinata x(t). 
L’equazione (9.12) è differenziale del secondo ordine, a coefficienti variabili, 
non omogenea e non lineare, è evidente che si presta meglio ad essere risolta 
computazionalmente rispetto al sistema (9.5). 
L’equazione (9.12) rappresenta l’equilibrio tra tutte le forze agenti 
nell’ingranamento: al primo membro c’è il termine inerziale (derivata 
seconda), il termine smorzante (derivata prima) e quello elastico (con 
backlash), al secondo membro vi sono il termine “statico” dovuto alle coppie 
agenti ed un residuo del termine inerziale. 
Dalla (9.12) si ottiene l’andamento nel tempo di x(t), da questa è possibile, 
tramite (9.10) oppure (9.11) calcolare DMF(t). Impiegando la (9.11) è 
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possibile trascurare il termine di smorzamento, molto più piccolo rispetto 
quello elastico. 
E’ utile valutare anche l’andamento nel tempo del carico sui denti DTF(t) 
(dynamic tooth force). A tal scopo è necessario adottare l’ipotesi aggiuntiva 
che gli istanti in cui entrano ed escono dalla presa i denti siano uguali nel 
caso statico ed in quello dinamico. Sotto questa ipotesi si ha che la forza sui 






TF ⋅=  (9.14) 
Da (9.7) di ottiene il εd(t), successivamente, tramite le (8.3) (8.4) (8.6), 
vengono valutati i fattori dinamici e il Δεd, che sono le grandezze “di 
progetto” fornite in output dal codice. La soluzione numerica dell’equazione 
(9.12) è stata, nel presente lavoro, ottenuta tramite lo sviluppo di un apposito 
codice in ambiente Matlab-Simulink. 
 






Prima di procedere alla soluzione numerica dell’equazione (9.12), è possibile 
fare alcune considerazioni sui risultati ottenibili. 
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E’ lampante che l’equazione del modello a parametri discreti è molto simile 
all’equazione (9.15) che definisce la dinamica di un sistema massa molla 
smorzatore ad un grado di libertà, le differenze sono concentrate nella 
variabilità periodica di k(t) e nella non linearità della funzione g[x(t)] presenti 
nel modello. 
)(*)(*)(*)(* tFtxktxctxm =++ &&&  (9.16) 
Un sistema massa-molla-smorzatore, equazione (9.15), è caratterizzato da 
una “pulsazione naturale” [19,20], ωn, definita come la pulsazione con cui il 
sistema libero non smorzato (cioè con forzante F* e smorzamento c* nulli) 





n =ω  (9.16) 
Similmente, lo stesso sistema soggetto a smorzamento c*, è caratterizzato 
dalla “pulsazione naturale del sistema smorzato”, ωd, definita da [19,20]: 
21 ξωω −= nd  (9.17) 
In cui ζ è lo smorzamento adimensionalizzato con il valore critico, come 
precedentemente stabilito nella (9.4). 
Si definisce frequenza di risonanza, la frequenza della forzante armonica F* 
per cui la soluzione x(t) evidenzia un massimo locale; per il sistema a un solo 
grado di libertà si può dimostrare [19,20] che la pulsazione per cui si ha 
risonanza ωr è unica ed è pari a: 
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221 ξωω −= nr  (9.18) 
Poiché i valori tipici di ζ per le strutture sono al massimo nell’ordine di 10-1 
[20], è lecito assumere le frequenze naturali uguali tra loro e pari alla 
frequenza di risonanza. 
rnd ωωω ≅≅  (9.19) 
La (9.19), unita alla (9.16), mette in luce come la frequenza di risonanza di 
un sistema lineare a un grado di libertà e a coefficienti costanti possa essere 
considerata, con buona approssimazione, indipendente dal valore dello 
smorzamento. 
Per poter fare valutazioni analitiche si considera l’equazione omogenea 
associata trascurando il termine smorzante e la non linearità del backlash. Ne 
risulta un’equazione del tipo: 
0)()()( =⋅+ txtktxme &&  (9.20) 
Con k(t) funzione periodica di periodo T. 
Equazioni come la (9.20) sono state molto studiate in passato in quanto ad 
esse sono legati particolari fenomeni di risonanza noti come risonanze 
parametriche.  
Tenendo conto che k(t) è sempre maggiore di zero e me è costante, si può 
scrivere equivalentemente alla (9.20): 
0)()()( 2 =⋅+ txttx ω&&  (9.21) 
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In testi classici di fisica [13] questa equazione è stata studiata molto 
accuratamente per il caso: 
[ ]))2cos((1)( 0202 tht εωωω ++=  (9.22) 
Con h<<1 e ε<<ω0. 
Si noti che l’assunzione h<<1 in (9.22) di piccole oscillazioni intorno ad un 
valore è coerente con l’andamento tipico di k(t).. L’assunzione di porre 
frequenze nell’intorno di 2ω0 serve a rendere dimostrabile la presenza di 
risonanze parametriche ed è giustificabile a posteriori in quanto rappresenta 
la condizione per cui le risonanze parametriche sono maggiori. 
E’ dimostrabile [13] che, in un’analisi al primo ordine, insorgono fenomeni 




1 ωεω hh <<−  (9.23) 
Quindi c’è una “banda di risonanza” nell’intorno di 2ω0 la cui ampiezza è 
direttamente proporzionale a h. Per h che tende a zero la banda tende ad un 
punto e si ricade nelle risonanze ordinarie. 
La banda di risonanza definita da (9.23) non è l’unica area dove ha luogo 
risonanza parametrica, si può infatti verificare [13] che esistono altre bande 
di risonanza per frequenze di oscillazione tali che: 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ++= ))2cos((1)( 0202 tnht ε
ωωω  (9.24) 
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Con n intero qualsiasi, è da segnalare che al crescere di n si riduce l’ampiezza 
della banda di risonanza. Dalla (9.23) si osserva che, se una certa frequenza 
presenta risonanza, si ha risonanza anche per frequenze pari al doppio e alla 
metà di quella iniziale, stesso discorso vale a loro volta per queste altre 
frequenze e così via. Una sintesi grafica è rappresentata in fig. 9.5 . 
Figura 9.5 Bande di risonanza parametrica 
 
Aggiungere un termine di smorzamento costante all’equazione (9.21) 
modifica il fenomeno della risonanza parametrica. Con attrito non tutte le 
bande presentano risonanza, ma ad ognuna di esse è associato un valore 
Frequenza 
  ω*  2ω* ω*/2   ω*/4 
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minimo per il termine h dell’equazione (9.22) tale da comportare risonanza 
per la specifica banda, tale soglia è più gravosa (cioè è richiesto un valore più 
ampio dell’oscillazione) per le bande a frequenza più bassa. Quindi, in 
presenza di attrito, vi sono alcune bande a bassa frequenza che non 
presentano risonanza parametrica. 
Un altro effetto dell’attrito sulle risonanze parametriche è di rendere più 
strette le bande, maggiore è l’attrito, minore l’ampiezza di queste. 
Gli altri effetti dello smorzamento sono quelli comuni ai fenomeni di 
risonanza classica, tra cui fondamentalmente c’è l’abbassamento del valore 
del picco della soluzione. 
L’ulteriore introduzione del backlash comporta modifiche alle risonanze 
parametriche non trattate in studi classici. 
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Il modello descritto nel presente capitolo è stato adottato in quanto presenta 
le seguenti qualità:  
• E’ estremamente semplice e consente mediante l’integrazione di una 
sola equazione di ottenere stime sul comportamento dinamico, questo 
ha ripercussioni positive sui tempi di calcolo che risultano molto 
inferiori rispetto quelli richiesti dai codici dinamici ibridi (cap. 4). 
• Tiene in conto delle deformazioni in maniera accurata (tramite lo 
studio statico precedente con software ibrido) 
• Tiene in conto di fenomeni non lineari di contact loss e backlash 
• Mette in evidenza i parametri fondamentali che regolano il problema 
dinamico 
• D’altra parte è contraddistinto da alcune limitazioni: 
• A causa dell’assunzione di infinita rigidezza dei supporti vengono 
presi in considerazione i soli modi torsionali, di certo questi sono 
quelli maggiormente significativi, tuttavia a priori non si può escutere 
del tutto l’assenza nella pratica di modi trasversali e/o assiali (per 
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ruote elicoidali oppure a denti diritti con errori di inclinazione degli 
assi). 
• E’ necessaria una analisi statica accurata (meglio se con software 
ibridi) a monte dello studio dinamico 
• L’analisi è limitata a solo le due ruote ingrananti in condizioni di 
banco, tuttavia, con i medesimi concetti di base si possono realizzare 
modelli per altre situazioni più complesse (es. alberi flessibili oppure 
configurazioni planetarie) 
In fig. 9.6 è mostrato in modo schematico lo schema logico del modello 
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T1, T2, r1, r2,  
I1, I2, b 
Equazioni (9.1) (9.2) (9.3) (9.13) 
 
Integrazione numerica equazione (9.12) 







(9.14) (8.3) (8.4) 
DTF(t) DFmf DF 
  STF (t)  
 Input 
Modello a parametri concentrati 
Output 
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Il modello dinamico a parametri concentrati descritto è stato implementato 
computazionalmente tramite la realizzazione di un codice in ambiente 
Matlab-Simulink, nel presente capitolo vengono mostrati e discussi i risultati 
del codice in questione. 
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Sono stati analizzate numericamente diverse coppie di ruote a denti dritti o 
bielicoidali, per ogni coppia analizzata è sono state fatte prove in 
accelerazione (ramp-up) ed in decelerazione (ramp-down), infatti la non 
linearità dell’ingranamento fa sì che il comportamento dinamico possa essere 
diverso nei due casi. 
Sia le analisi ramp-up che ramp-down sono state fatte con variazioni a 
gradino della velocità, nella fattispecie si sono trattate variazioni di 100 rpm 
(giri al minuto), in modo da avere una griglia di risultati sufficientemente 
fitta.  
 







  100 rpm 
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E’ importante fare in modo che dopo ogni salto di velocità il sistema la 
mantenga per almeno un certo tempo costante, in modo da annullare 
eventuali transitori legati alla discontinuità. Il codice, infatti, è stato 
sviluppato in modo da mantenere ogni velocità per uno stesso tempo basato 
su un numero minimo di cicli di ingranamento che si è rivelato largamente 








Nel presente lavoro il codice è stato fatto girare in ramp-up e ramp-down per 
sei diverse coppie di ingranaggi le cui principali caratteristiche sono riportate 
in tabella. 
Per la coppia di ruote a 80 denti sono state analizzate quattro diverse 
situazioni al variare della modifica di profilo e con presenza di space error, in 
questo modo si intende chiarire l’effetto della microgeometria sul 
comportamento dinamico di una stessa trasmissione. 
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80-80 caso A – Ruote cilindriche a denti diritti 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 1.75 1.75 
Numero denti 80 80 
Diametro di base [mm] 129.3413 129.3413 
Topografia modifica di profilo Testa - Lineare Testa - Lineare 
Entità modifica di profilo  Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 11 11 
Errore di spaziatura [mm] 0 0 
Coppia [Nm] 300 300 
80-80 caso B – Ruote cilindriche a denti diritti 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 1.75 1.75 
Numero denti 80 80 
Diametro di base [mm] 129.3413 129.3413 
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Topografia modifica di profilo Testa - Parabolica Testa - Parabolica 
Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 11 11 
Errore di spaziatura [mm] 0 0 
Coppia [Nm] 300 300 
80-80 caso C – Ruote cilindriche a denti diritti 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 1.75 1.75 
Numero denti 80 80 
Diametro di base [mm] 129.3413 129.3413 
Topografia modifica di profilo Testa - Lineare Testa - Lineare 
Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 11 11 
Errore di spaziatura [mm] Massimo ammissibile 0 
Coppia [Nm] 300 300 
80-80 caso D  – Ruote cilindriche a denti diritti 
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 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 1.75 1.75 
Numero denti 80 80 
Diametro di base [mm] 129.3413 129.3413 
Topografia modifica di profilo Testa - Parabolica Testa - Parabolica 
Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 11 11 
Errore di spaziatura [mm] Massimo ammissibile 0 
Coppia [Nm] 300 300 
43-102 – Ruote bieicoidali 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 5 5 
Numero denti 102 43 
Diametro di base [mm] 468.82 197.6454 
Angolo d’elica 16.5° 16.5° 
Topografia modifica di profilo Testa - Parabolica Testa - Parabolica 
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Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 39 39 
Errore di spaziatura [mm] 0 0 
Coppia [Nm]   
42-43 – Ruote cilindriche a denti diritti 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 2.62 2.62 
Numero denti 43 42 
Diametro di base [mm] 50.45 49.2 
Topografia modifica di profilo Testa - Lineare Testa – Lineare 
Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 15 15 
Errore di spaziatura [mm] 0 0 
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Da un punto di vista progettuale gli output più importanti di un’analisi 
dinamica sono i fattori dinamici. In fig. 10.2 e 10.3 sono riportati i risultati 
del DF per i casi ramp-up e ramp-down relativi alle ruote 80-80 nel caso A e 
nel caso B (modifica di profilo lineare e parabolica, nessun errore di passo) 
per velocità di rotazione comprese tra 0 e 9000 rpm. 
Dai risultati è evidente che la soluzione possa esser diversa, a parità di 
velocità, secondo il caso ramp-up o ramp-down, questo aspetto è legato alla 
non linearità ed al backlash 
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In ambo i casi si possono riscontrare i picchi di risonanza disposti in 
frequenze doppie come previsto dalla teoria delle risonanze parametriche. Si 
può inoltre notare come, a parità di coppia di ruote, una modifica parabolica 
determini in questo caso un comportamento dinamico migliore, inteso come 
un minore incremento di carico sui denti rispetto al caso statico. Si è già detto 
che uno dei principali limiti di questo modello è di non fornire il fattore Kv, 
fondamentale per la progettazione a fatica degli ingranaggi; è però importante 
sottolineare che precedenti analisi teoriche e sperimentali [1,11] hanno 
mostrato che 
vkDF ≈  (6.1) 
Per cui si possono usare, al posto di Kv, direttamente i risultati di DF (output 
del modello a parametri discreti) per correggere i risultati statici; quindi curve 
come quelle in fig. 10.2 e 10.3 possono essere direttamente utilizzate come 
curve di progetto, eventualmente corrette con un piccolo fattore di sicurezza 
dell’ordine di 1.1 . In fig. 10.4 è mostrata la differenza in ramp-up tra DF e 
DFmf. Essendo sistematicamente DFmf ≥ DF, si ritiene assodato che è 
possibile in piena sicurezza l’impiego del fattore di mesh force come 
correttivo per le sollecitazioni a piede dente , anche se talora questo può 
rivelarsi eccessivamente cautelativo (come ad esempio si ricava in fig. 10.4 
per velocità intorno a 2500 rpm). 
 














fig. 10.4 –Confronto tra DF e DFmf per ruote 80-80 caso A 
 
In fig. 10.5 è mostrato l’andamento del DTF (normalizzato con SMF) 
confrontato con lo STF per l’analisi ramp-up delle ruote 80-80 caso A. 
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Si nota come a bassissima velocità (100 rpm) il carico dinamico sul dente 
coincida sostanzialmente con quello statico, a velocità intorno ai 1000 rpm si 
nota come il DTF sia sostanzialmente simile al STF con sovrapposte delle 
piccole oscillazioni. A 3000 rpm si è prossimi alle condizioni di risonanza, si 
possono osservare le forti oscillazioni del DTF che portano ad avere DF 
superiore a 2. A questa velocità si può anche notare che in alcuni istanti, per 
effetto dinamico, la forza tende ad avvicinarsi a zero, questo significa che si è 
vicini alla condizione di perdita di contatto tra i denti (contact loss).  
A 6000 rpm si osserva che non vi sono fenomeni di risonanza, l’effetto 
dinamico è semplicemente un lieve innalzamento del carico sul dente 
Sempre in relazione alle ruote 80-80 caso A, è interessante osservare 
l’andamento del carico sul dente per frequenze comprese tra i due picchi di 
risonanza, dove DF è maggiore di DFmf. 
In fig. 10.6 si può osservare come a 2000 rpm le due ruote trasmettono più 
carico rispetto al caso statico quando due coppie di denti sono 
contemporaneamente in presa, trasmettono invece meno carico quando una 
sola coppia di denti è in presa; il risultato di ciò è DF<1 mentre DFmf>1. A 
2500 rpm il fenomeno è simile con la differenza che si hanno due oscillazioni 
per ciclo di ingranamento. 
 

























fig. 10.6 – DTF e STF in corrispondenza di DF<1 
Considerazioni qualitativamente analoghe possono esser fatte per le altre 
coppie di ingranaggi studiate con il modello a parametri concentrati. 
Ad esempio in fig 10.7 sono riportati il DF e l’andamento del carico sul dente 
in ramp-up relativamente alle ruote 43-102. L’unica informazione aggiuntiva 
presente in questa figura rispetto quanto è già stato notato sulle ruote 80-80 è 
relativa al fatto che qui è mostrato l’andamento del carico in corrispondenza 
di un picco di risonanza (a 2400 rpm), a questa velocità accade che in certi 
istanti dell’ingranamento la forza scambiata tra le ruote si annulla, con 
conseguente perdita di contatto tra i denti.  
 


















































































fig. 10.7 – DF e andamenti normalizzati del carico sul dente (DTF) in ramp- up, relativamente 








Capitolo 10                                                                                               Risultati dell’analisi dinamica 
 207
Effetto dell’errore di passo 
 
Per la progettazione è importante avere delle valutazioni di come viene 
modificato il fattore dinamico in presenza di errore di passo.  
Nelle fig. 10.7 e 10.8 sono mostrati i risultati delle analisi per le ruote 80-80 
con modifica di profilo rispettivamente lineare e parabolica in presenza di 
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fig. 10.7 – Analisi dinamica ruote 80-80 con modifica di profilo lineare e 
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Mentre in condizioni statiche la presenza di space error non comporta un 
incremento del carico trasmesso dalle coppie di denti (infatti in statica il 
valore massimo del carico trasmesso tra le ruote è costantemente pari a SMF), 
si può notare che la presenza dell’errore di passo comporta un sistematico 
incremento del fattore dinamico DF rispetto al caso di geometria ideale.  
L’errore di passo implica la presenza di un’anomalia ogni Z (Z è il numero di 
denti) cicli di ingranamento, per cui è sostanzialmente una singola 
perturbazione che avviene su una condizione dinamica ciclica ormai 
stabilizzata (che praticamente coincide con la soluzione in assenza di space 
error) che comporta il sovraccarico rispetto la condizione di geometria ideale. 
Si osserva che a basse velocità l’incremento di DF è legato a sovraccarichi 
sul dente oggetto dell’errore di passo come accade nel caso a) di fig. 10.7 e 
10.8 , a velocità più elevate, casi b) e c), è il dente che ingrana dopo quello 
soggetto a space error ad essere sovraccaricato.  
Poiché lo space error agisce come anomalia una tantum, è naturale che le 
frequenze di risonanza rimangano immutate rispetto al caso di geometria 
perfetta. Per le ruote analizzate il massimo incremento riscontrato del fattore 
dinamico dovuto alla presenza di errore di passo è del 17%. 
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Effetto della presenza di una cricca a base dente 
 
Come per l’effetto dell’errore di passo anche il comportamento dinamico 
dell’ingranamento in presenza di una cricca nella sezione critica di un dente, 
diventa molto interessante, soprattutto per i risvolti che un tale studio può poi 
avere a livello diagnostico. 
Il codice Calyx permette di modellare oltre all’errore di passo singolo su un 
dente, anche la presenza di una cricca in fondo dente.  
 
Nel grafico si riporta l’andamento del DF in condizioni di geometria 
nominale e in presenza di cricche di dimensioni crescenti 
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Confronto con le normative 
 
Per raccordarsi ai metodi tradizionali con cui viene trattata la dinamica 
dell’ingranamento è opportuno effettuare un confronto tra i valori del fattore 
dinamico DF≈Kv ottenibili col modello a parametri discreti e le attuali 
normative più importanti. Il confronto, relativo alle ruote 80-80 in assenza di 
errori di passo, è riportato in fig. 10.9 , per il calcolo del fattore Kv con la 
normativa ISO 6336-B è stato impiegato il codice KissSOFT.  
Si osserva che la normativa AGMA 2101-C95, al di fuori delle frequenze di 
risonanza, fornisce una stima abbastanza buona e conservativa del valore del 
fattore correttivo. E’ però una grave mancanza di questa normativa il 
trascurare del tutto i fenomeni di risonanza, che costringe il progettista che 
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impiega la regola AGMA a tener conto in qualche altro modo dei possibili 
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fig. 10.9 – Fattore dinamico Kv valutato col modello e con le principali normative 
Il principale pregio della normativa ISO 6336-B è che in grado di prevedere 
con discreta precisione il picco di risonanza principale (nel caso delle ruote 
80-80 è intorno ai 3000 rpm), tuttavia i regolamenti ISO non considerano la 
presenza di altre velocità di risonanza. Inoltre al di fuori della zona di 
risonanza la stima di Kv ottenuta con la ISO 6336-B appare leggermente 
meno accurata rispetto a quella ottenibile con il metodo AGMA. 
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Considerazioni sulla ripartizione del fattore di sovraccarico 
dinamico in termini di sovra sollecitazioni dinamiche 
 
Tradizionalmente, si è sempre indicato il Kv come fattore moltiplicativo delle 
tensioni a base dente dell’ingranaggio. Da normativa in realtà si ha un fattore 
di sovraccarico indipendentemente se si considerano le tensioni a piede dente 








Analizzando il set di ruote z43-42 le cui caratteristiche dimensionali e di 
funzionamento sono riportate in tabella 
42-43 – Ruote cilindriche a denti diritti 
 Ruota 1 Ruota 2 
Modulo [mm] 2.62 2.62 
Numero denti 43 42 
Diametro di base [mm] 50.45 49.2 
Topografia modifica di profilo Testa - Lineare Testa – Lineare 
Entità modifica di profilo [mm] Ottimizzata [8] Ottimizzata [8] 
Spessore fascia dentata [mm] 15 15 
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Errore di spaziatura [mm] 0 0 
Coppia [Nm] 500 487.6 
Si sono ottenuti interessanti risultati davvero innovativi nella interpretazione 
del fattore di sovraccarico dinamico. 
Come si è fatto negli altri casi si riporta in figura l’andamento del DF in 
funzione della velocità di ingranamento 












fig. 10.10 – Fattore dinamico ruote Z43-42 
 
Se ora per le velocità 2500 RPM e 6000 RPM si graficano gli andamenti 
delle sollecitazioni a piede dente in funzione del tempo, si può notare che 
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sebbene il DF è maggiore di 1, solo per una delle due ruote si verifica una 
sollecitazione a piede dente dinamica superiore di quella calcolata 
staticamente, mentre per la seconda ruota il valore della sollecitazione a piede 
dente è sempre minore o uguale a quella statica. Questa differenza risiede nel 
diverso valore del braccio a cui dinamicamente, istante per istante, il carico 
dinamico si trova, provocando diversi stati di sollecitazione dinamica tra le 
ruote. 




















fig. 10.11 – Fattore dinamico ruote Z43-42 
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fig. 10.12 – Fattore dinamico ruote Z43-42 
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Come si è già anticipato le modifiche di profilo permettono di recuperare le 
deformazioni flessionali dovute all’applicazione del carico, evitando di 
portare in contatto le teste dei denti con i fianchi dei denti condotti. In realtà a 
coppia nulla la presenza delle modifiche di profilo hanno l’effetto negativo di 
introdurre un errore di trasmissione altrimenti istante per istante nullo in 
assenza di modifiche di profilo e questo si ripercuote in termini di 
sovraccarichi dinamici anche se idealmente l’ingranaggio è in condizioni di 
coppia nulla. 
 















Avendo eliminato l’indeterminazione dalla formula del K(t) dal modello [1], 
il modello qui proposto è in grado di fare un’analisi dinamica di un 
ingranaggio in condizioni di coppia nulla. La forzante del sistema sarà 
proprio ε0(t) e cioè l’errore di trasmissione a carico nullo. 
Sotto tali condizioni si riportano i risultati del DF in funzione del tempo 
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Questo risultato è coerente con la fisica del problema. Si nota infatti che, a 
basse velocità, sono presenti due picchi di sovraccarico, dovuto a due 
risonanze critiche, in seguito vi è un cambio del comportamento dinamico 
globale in cui l’ingranaggio perde e riprende il contatto.  
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Un altro importante dato fornito in output dal modello a parametri concentrati 
è l’andamento del peak to peak transmission error (Δε) in funzione del 
numero di giri e della modalità di simulazione ramp-up o ramp-down.  
In fig. 10.10 è mostrato il Δε (normalizzato con il valore del Δε in condizioni 
statiche, noto come Δεs) relativamente alle ruote 42-43, confrontando questo 
grafico con i quelli relativi ai fattori dinamici della stessa coppia di ruote, si 
nota una certa somiglianza tra il Δε ed il DFmf (il fattore DF assume valori 
sensibilmente differenti). Il grafico in fig. 10.10 è relativo al ramp-up, 
(comunque per questa coppia di ruote il comportamento ramp-down coincide 
con quello ramp-up). 
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fig. 10.10 – Δε e DFmf relativi alle ruote 42-43 
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Appare quindi esservi una correlazione tra Δε e DFmf, come documentato dal 
grafico in fig. 10.11, i dati si dispongono seguendo abbastanza bene la retta 
blu tratteggiata in figura. Questo aspetto è molto importante in quanto, 
essendo al Δε legata la rumorosità, mostra come all’aumentare per effetto 
dinamico del picco di  forza scambiata dalle ruote si ha un incremento della 
rumorosità prodotta. Dal punto di vista della progettazione dinamica, questo 
aspetto fornisce un ulteriore motivo per far lavorare gli ingranaggi lontano 












fig. 10.11– Correlazione tra Δε e DFmf relativamente alle ruote 42-43 
Δε/ Δεs 
 












fig. 10.12 – Correlazione tra Δε e DF relativamente alle ruote 42-43 
 
Per quanto visto, fintanto che non subentrano fenomeni di contact loss, è 
buona approssimazione assumere un legame lineare tra Δε e DFmf. 
Un esempio della perdita di linearità tra Δε e DFmf a causa della perdita di 
contatto tra i denti (che è un fenomeno non lineare) si ha per le ruote 80-80 






































fig. 10.14 – Correlazione tra Δε e DF per le ruote 80-80 caso A, ramp-down 
 
Si osserva che quando si ha perdita di contatto tra i denti, a parità i Δε, il 
fattore dinamico assume valori minori rispetto quella che si accadrebbero in 
regime lineare. 
In fig. 10.15, sono riportati gli errori di trasmissione per diverse velocità di 
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fig. 10.15 – Errore di trasmissione dinamico (normalizzato) per le ruote 42-43 
 
Si osserva che al crescere del numero di giri si modifica fortemente la forma 
dell’errore di trasmissione che tende ad essere costituito da oscillazioni in 
numero per ciclo sempre minore, infatti all’aumentare della velocità di 
rotazione, il sistema riesce a compiere sempre meno oscillazioni per ciclo di 
ingranamento. Per quanto già visto, l’ampiezza del εd è correlabile al fattore 
dinamico di mesh force. 
Un’analisi in frequenza del εd (fig. 10.16), evidenzia come al crescere della 
velocità armoniche a sempre minor numero d’onda tendono ad essere più 
rilevanti. Nel caso delle ruote 42-43 a 3000 rpm il contributo dominante è di 
quattro oscillazioni per ciclo di ingranamento, a 6000 rpm il εd somiglia 
molto ad una sinusoide che compie due oscillazioni per ciclo di ingranamento 
(si vede bene anche dalla fig. 10.15c), a 7000 rpm e ancor più ad 8000 rpm è 
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fig. 10.16 – Analisi in frequenza del εd delle ruote 42-43 
Andamenti qualitativamente simili sono stati riscontrati anche negli altri casi, 
in tutti i casi ad alte velocità il εd tende a diventare una oscillazione 
sinusoidale della stessa frequenza di un ciclo di ingranamento. 
 
Moduli del coefficienti di Fourier per il DTE (normalizzato) 















Durante l’ingranamento, per effetto dinamico, può accadere che si abbia 
temporaneamente perdita di contatto tra le ruote ingrananti. Il modello simula 
questo effetto tramite la funzione non lineare g[x(t)]. 
Quando avviene il contact loss si ha quindi una perdita di linearità 
dell’equazione differenziale che caratterizza, secondo il modello a parametri 
discreti, la dinamica delle ruote ingrananti. Ciò ha diversi risvolti che 
rendono il comportamento dinamico in presenza di contact loss molto diverso 
da quello che si avrebbe rimanendo in ambito lineare. 
Per prima cosa la soluzione dell’equazione differenziale della dinamica, 
quando subentra la funzione non lineare g[x(t)], non dipende solo dalla 
velocità di rotazione delle ruote, ma anche tutta la storia che precede il 
raggiungimento della velocità; quindi il ramp-up ed il ramp-down si possono 
avere diverse soluzioni a parità di numero di giri, fig. 10.2 e 10.3. 
Altri effetti del contact loss sono la perdita di validità di correlazioni valide 
in ambito lineare, quali ad esempio quella sussistente tra il Δεd ed il DFmf, fig. 
10.14. 
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Non è difficile distinguere con immediatezza la presenza di perdita di 
contatto, infatti in queste condizioni è g[x(t)]=0, allora in base alla (5.10) la 
DMF (trascurando il piccolo termine di attrito) è pressoché nulla, per cui, il 
contact loss si rileva nei grafici di DTF in base alla presenza di alcuni istanti 
dell’ingranamento per cui i denti non sono caricati. 
















fig. 10.17 – andamento del carico dinamico per ogni istante di ingranamento per diverse condizioni 
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Si osserva, fig. 10.17, che per le ruote 80-80 con modifica di profilo lineare 
in corrispondenza della velocità di rotazione 5700 giri al minuto, si ha un 
forte picco di risonanza con temporanea perdita di contatto fra i denti, a 
questa velocità il comportamento ramp-up è indentico al comportamento 
ramp-down. In fig 10.17.d2 si osserva come il contatto tra i denti in presenza 
di contact loss sia assomigliabile a quello di un martello agente a 
intermittenza. Se però partendo dalla condizione di contact loss si fa calare il 
numero di giri al minuto (cioè si effettua un ramp-down), le ruote si 
comportano diversamente da come farebbero se fossero in accelerazione. 
Infatti durante il ramp down la condizione di contact loss viene conservata 
(fino ad un certo punto) a velocità più basse di quella di risonanza con fattori 
dinamici e Δεd crescenti al diminuire della velocità. In fig 10.17 è evidente la 
differenza a 2000, 4000 o 5000 giri al minuto. 
Non è detto che per ogni coppia di ruote esista una velocità per cui si 
verifichi contact loss, ad esempio le ruote 42-43 non mostrano affatto 
fenomeni di questo tipo, le stesse ruote 80-80 con modifica di profilo 
parabolica mostrano perdite di contatto estremamente ridotte rispetto quelle 
riscontrabili con modifica di profilo lineare. 
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Analisi di sensibilità al variare dello 
smorzamento e implementazione di un 
modello di smorzamento variabile con le 





Si è già discusso sulle incertezze legate alla scelta dello smorzamento c, è 
pertanto opportuno capire come cambia il comportamento dinamico degli 
ingranaggi al variare di questo parametro. 
Sono state eseguite simulazioni in ramp-up ed in ramp-down per le ruote 80-
80 con modifica di profilo lineare (fig. 10.18) e con modifica di profilo 




=ζ  (10.1) 
 
Dove meq e km sono state definite. Il parametro rappresenta la frazione di 
smorzamento assunto rispetto ad un valore critico equivalente di un sistema 
ad un grado di libertà (con rigidezza mediata nel tempo). 
 




































fig. 10.18 – Sensibilità al variare dello smorzamento caso A  
 

































fig. 10.19 – Sensibilità al variare dello smorzamento,ruote 80-80 caso B  
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Il valore assunto come standard per tutte le analisi precedenti è ζ=0.01. 
Come per i semplici sistemi lineari del secondo ordine, si osserva che al 
diminuire dello smorzamento i fenomeni di risonanza sono favoriti con picchi 
di intensità più elevata; al crescere del parametro ζ tutti i picchi vengono 
smorzati, alcuni scompaiono del tutto. Ad esempio , relativamente alle ruote 
80-80, per ζ =0.05 scompare il picco di risonanza a 5700 rpm. 
Altro effetto importante dello smorzamento è legato alla permanenza del 
contact loss che si ha in ramp-down, smorzamenti più bassi tendono a far 
permanere la perdita di contatto più a lungo (fig. 10.18). Ad esempio per le 
ruote 80-80 con modifica di profilo lineare in corrispondenza della frequenza 
di risonanza a 1500 rpm, in ramp-down, si nota che a basso smorzamento (ζ 
=0.001) il contact loss permane anche a 1400 rpm, cosa che non accade con il 
valore normalmente previsto. 
Non sempre a smorzamenti minori corrispondono minori valori del DF, 
infatti si nota che per alcune velocità al diminuire di ζ aumenti DF. E’ inoltre 
molto importante che l’effetto di una variazione dello smorzamento sia 
ininfluente sulla posizione dei picchi di risonanza, anche se per valori 
crescenti di smorzamento potrebbero estinguersi le armoniche presenti in 
campo ipercritico; come sarà discusso più avanti  
Per numerose ragioni i valori del coefficiente di smorzamento sono affetti da 
incertezze, ciò è ancor più vero quando si presenta il contact loss, infatti in 
queste condizioni ciclicamente avviene l’urto tra le coppie di denti che 
entrano in contatto. Uno studio dinamico che voglia tener conto di ciò in 
 
Capitolo 10                                                                                               Risultati dell’analisi dinamica 
 238
maniera precisa e completa sarebbe estremamente intricato (se non 
impossibile), in quanto l’urto produce una complessa dispersione di energia 
cinetica per mezzo di onde che si propagano nei corpi elastici delle ruote. Un 
modo sommario per tener conto di questo sarebbe un incremento dello 
smorzamento in presenza del contact loss, tuttavia benché sia molto difficile 
ottenere una quantificazione dell’energia cinetica persa nell’urto, si può 
intuire che l’effetto sia la riduzione delle “zone di permanenza del contact 
loss” in ramp-down e un lieve abbassamento dei picchi in corrispondenza del 
contact loss. 
Un tentativo per comprendere meglio la dipendenza del comportamento 
dinamico dal coefficiente di smorzamento, è quello di utilizzare un modello 
di smorzamento che tenga conto delle condizioni di ingranamento. In 
particolare Gerber (1984) propose un modello semiempirico in cui il 
coefficiente di smorzamento lo ipotizzava funzione della viscosità cinematica 
del lubrificante utilizzato, l’interasse di montaggio e la velocità periferica 
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Nel grafico precedente si riporta il carico del DF, nel caso delle ruote z80-80, 
con modifica di profilo lineare. Si era visto in precedenza che in condizione 
di ramp up si verificava, con smorzamento costante, la perdita di contatto nel 
passaggio dell’ingranamento nella zona della velocità critica, mentre in ramp 
down, il fenomeno di perdita di contatto si instaurava in corrispondenza di 
una frequenza in campo ipercritico e non si estingueva fino alla frequenza 
critica di ingranamento. In questo caso, utilizzando il modello di Gerber, 
viene eliminata l’armonica in campo ipercritico, l’andamento del DF in 
condizioni di ramp up e di ramp down è lo stesso, mentre continua a 
persistere il fenomeno di perdita di contatto nel passaggio dell’intorno della 
velocità critica di ingranamento. 
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E’ da considerare inoltre che la presenza di difetti (quali errori di passo o 
cricche in denti) inevitabilmente presenti, per quanto piccoli, in una coppia di 
ingranaggi reale possa comportare una non completa stabilizzazione della 
soluzione con contact loss, infatti in ramp-down la permanenza del contact 
loss si manifesta tramite il perdurare di una soluzione qualitativamente simile 
a quella raggiunta precedentemente dalla coppia di ruote in corrispondenza 
del picco di risonanza, si prevede che la continua presenza di piccoli difetti 
possa portare alla rottura della “permanenza di contact loss in ramp-down”. 
E’ opportuno che in futuro vengano fatte opportune analisi considerando 
delle situazioni tipiche con errori plausibili ripetuti, anche utilizzando il 
Contact loss 
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